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Zur Spektraltheorie in lokalkonvexen Algebren* 


Von 


GERHARD NEUBAUER in Heidelberg 


Einleitung 


L. WAELBROECK hat in [18] und [22] einen Funktionalkalkiil fiir lokal- 
konvexe Algebren entwickelt. Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, diesen 
Kalkiil im Fall einer Variablen zu erweitern. Dazu dient eine genauere Ein- 
teilung des Spektrums o(a) der Elemente a einer lokalkonvexen Algebra. 

Im klassischen Fall einer Banachalgebra (GELFAND [8], Lorcu [13], Dun- 
FORD [6], s. auch [7] und [9]) ist der Begriff des Spektrums unproblematisch. 
Dort ist die Resolvente (Ae — a)—! in einem offenen Bereich definiert und stetig 
und damit auch analytisch. Im allgemeinen Falle kann der Definitionsbereich 
der Resolvente aber wesentlich gr6Ber sein als ihr Regularitatsbereich. Es er- 
geben sich daher verschiedene Moéglichkeiten, das Spektrum zu definieren, 
so etwa als Komplement des Definitionsbereiches der Resolvente (z. B. von 
MicHAEL [14] verwandt), im folgenden o’(a) genannt, oder, wie bei WAEL- 
BROECK ([{18], [22]), als Komplement des Regularititsbereiches, im folgenden 
mit o(a) bezeichnet. 

Die nachstliegende Verallgemeinerung des Kalkiils von WaAELBROECK 
besteht darin, auch Elemente a zum Kalkiil zuzulassen, deren Spektrum o(a) 
nicht beschrankt ist. Man kann diese Verallgemeinerung in ahnlicher Weise mit 
Hilfe von gebrochen linearen Transformationen erhalten, wie TayLor [16] 
(s. auch [7] und [9]) seinen Kalkil fiir abgeschlossene Operatoren in einem 
Banachraum aus dem entsprechenden Kalkiil fiir beschrinkte Operatoren 
herleitete. Ebenso wie bei TAYLOR st6Bt man dann auf die Schwierigkeit, daB 
die Polynome, die in co einen Pol besitzen, nicht analytisch sind in einer Um- 
gebung des Spektrums, also nicht zum Kalkiil zugelassen sind. Nimmt man sie 
hinzu, so ergibt sich zwangslaiufig auch die Zulassung aller Funktionen, die 
auf einer Umgebung von o(a) nun nicht mehr durchweg lokalanalytisch zu 
sein brauchen, sondern in o(a) eine endliche Anzahl von Polstellen besitzen 
diirfen, solange diese nicht in o’ (a) fallen, d. h. solange die Resolvente in ihnen 
definiert ist. 

Nun gibt es eine Reihe interessanter und wichtiger Algebren (ARENs [2], 
MicHAEL [14]), in denen es oft vorkommt, daB8 das Spektrum o(a) zwar die 
ganze Ebene bedeckt, es aber trotzdem in einer verniinftigen Weise méglich ist 

* Der gréBte Teil der vorliegenden Arbeit wurde bei der Naturwissenschaftlich- 
Mathematischen Fakultét der Ruprecht-Karl-Universitét zu Heidelberg als Dissertation 
eingereicht. 
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(ArEns [1], Satz 3, MicHaEt [14], 10.1), ganze Funktionen fiir diese Elemente 
zu erkliren, etwa mit Hilfe einer Reihenentwicklung. Dies liegt an gewissen 
Wachstumseigenschaften der Potenzen a", die es gestatten, a in tiberall kon- 
vergenten Taylorreihen zu substituieren. Ein erweiterter Kalkiil im bisher 
angedeuteten Sinne wiirde fiir diese Elemente aber héchstens rationale Funk- 
tionen zulassen. Damit wird die Definition einer weiteren Spektralmenge 
o’' (a) zwischen o’ (a) und o(a) nahegelegt, von der man alle diejenigen / aus- 
schlieBt, in denen die Potenzen (Ae — a)-" einer solchen Wachstumsbedingung 
geniigen. Man kann nun Funktionen zulassen, die in einer Umgebung von o(a) 
lokalanalytisch sind mit Ausnahme endlich vieler Punkte, die alle auBerhalb 
o’ (a) liegen miissen, und sogar auBerhalb o”’ (a), soweit es sich um wesentliche 
Singularitaten handelt. Die Darstellung von f(a) erfolgt nicht mehr allein durch 
Cauchy-Integrale; diese stellen nur noch den ,,regularen Teil‘‘ dar, der Rest 
wird durch ,,Laurententwicklungen“ erhalten. 

Es zeigt sich, daB die Einfiihrung dieser Spektralmengen und Klassen zu- 
gelassener Funktionen sinnvoll ist und sich der gréBte Teil der Ergebnisse von 
WAELBROECK auch auf diesen verallgemeinerten Kalkiil iibertriagt. 

Es bleibt zu bemerken, daB eine Ausdehnung auf den Fall mehrerer 
Variabler wie bei WAELBROECK — auf verschiedene Schwierigkeiten vor 
allem funktionentheoretischer Natur st6Bt, insbesondere die Verallgemeinerung 
der Spektralmenge o”’ (a). Die Frage, wie weit sich tiberhaupt die vorliegenden 
Ergebnisse sinnvoll auf mehrere Variable iibertragen lassen, bleibt hier offen. 

Es werden im folgenden sehr allgemeine Voraussetzungen iiber die be- 
trachteten Algebren gemacht. Die benutzten Methoden erfordern lokale Kon- 
vexitat, Stetigkeit der Multiplikation wenigstens in den einzelnen Variablen 
und als Skalarenbereich die komplexen Zahlen. Vollstandigkeitsvoraus- 
setzungen werden nur dann eingesetzt, wenn sie notwendig erscheinen. 

In den Abschnitten 1 und 2 werden die allgemeinen Definitionen und 
Voraussetzungen eingefiihrt und erlautert. In 3 und 4 wird die Algebra der 
zugelassenen Funktionen eingefiihrt und untersucht. In 5 wird der Funktional- 
kalkiil entwickelt. In 6 werden die Invarianzeigenschaften der Spektral- 
mengen betrachtet. Abschnitt 7 dient der weiteren Untersuchung der Zu- 
sammenhinge zwischen verschiedenen eingefiihrten Begriffen und gibt 
Kriterien fiir sie. In 8 sind einige Beispiele zur Abgrenzung und Erlauterung 
der vorangehenden Ergebnisse zusammengefaBt. 


1. Vorbemerkungen 


Unter einer lokalkonvexen Algebra sei eine Algebra iiber den komplexen 
Zahlen verstanden, mit einer Topologie, die den der Algebra zugrunde liegenden 
linearen Vektorraum zu einem separierten lokalkonvexen topologischen Vektor- 
raum macht. Unter einer topologischen Algebra sei hier eine lokalkonvexe 
Algebra verstanden, in der die Multiplikation in beiden Variablen gleichzeitig 
stetig ist. (Im Gegensatz etwa zu NeuMARK [15], p. 179.) Eine Algebra mit 
stetiger Multiplikation sei eine lokalkonvexe Algebra, in der die Multiplikation 
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in jeder Variablen getrennt stetig ist. In der Folge sei A immer eine Algebra mit 
stetiger Multiplikation und einem Einselement e. Kommutativitaét wird im all- 
gemeinen nicht vorausgesetzt, da die vorkommenden Elemente meistens zu 
der von einem Element und seinen Resolventen erzeugten Teilalgebra gehéren, 
welche offenbar kommutativ ist. 

Es ist natiirlich méglich, bei entsprechender Abwandlung der Begriffe, auf 
die Existenz eines Einselementes zu verzichten. Jedoch rechtfertigte der 
Gewinn an Allgemeinheit nicht die Erschwerung der Beweisfiihrung, zumal es 
moglich ist, ohne groBe Schwierigkeiten in der tiblichen Weise aus den vor- 
liegenden Ergebnissen entsprechende fiir Algebren ohne Einselement ab- 
zuleiten (vgl. etwa H1itLe-Pxruirs [9]). Die Topologie in A sei im allgemeinen 
durch das Fundamentalsystem FP von Halbnormen / gegeben. Ein System von 
Halbnormen sei feiner (gréber) genannt als ein zweites, wenn dies fiir die von 
den Systemen erzeugten Topologien gilt. Eine Halbnorm # heiBt multiplikativ 
(MicHAEL [14]), wenn f(xy) S p(x) p(y) fiir alle x und y in A. Eine Algebra 
heiBt lokal m-konvex, wenn ihre Topologie ein Fundamentalsystem von multi- 
plikativen Halbnormen besitzt. Dies bedeutet nicht, daB jedes Fundamental- 
system einer lokal m-konvexen Algebra aus multiplikativen Halbnormen 
besteht. Man vergleiche etwa 8.9. 

Das Element (Ce — x)-! sei, soweit es existiert, als Resolvente von x im 
Punkte € bezeichnet, wobei € eine komplexe Zahl und z aus A ist. 22 sei die 
komplexe Vollebene (GauBsche Zahlenkugel), 4 die leere Menge. 

Wo irgendwelche Anforderungen an die Vollstandigkeit von A gestellt 
werden, wird dies besonders vermerkt. Dabei wird immer Folgenvollstandigkeit 
genlgen. 

1.1. Definition. Mit A’ sei die folgenvollstindige Hiille von A bezeichnet, 
d.i. der Durchschnitt aller folgenvollstindigen Teilréiume der vollstiindigen Hiille 
A von A, die A enthalten. 

Die multiplikative Struktur von A braucht sich im allgemeinen auf A’ 
ebensowenig fortsetzen zu lassen wie auf A. A’ ist im allgemeinen also nur ein 
lokalkonvexer Vektorraum. 

Es soll im folgenden heiBen, das Produkt beschriinkter Mengen sei beschrinkt 
in A, wenn fiir zwei beschrankte Mengen M und N aus A immer gilt, daB auch 
MN beschrankt ist. Es gilt folgendes Kriterium: 

1.2. In A ist genau dann das Produkt beschriinkter Mengen beschriinkt, wenn 
fiir jedes Paar von Nullfolgen {a,,\, {b,,} die Folge {a,,b,,} beschrainkt ist. 

Beweis: Die eine Richtung ergibt sich unmittelbar, da jede Nullfolge be- 
schrankt ist und {a,,b,}C {a,}{b,}. Seien nun M und N zwei beschrankte 


hee 
Mengen, {a,,b,} eine beliebige Folge aus MN, a, ¢ M, 6, ¢N. Sei A, eine 


n 


‘ eine Nullfolge, so ist MN 


ns 


beliebige Nullfolge nichtnegativer Zahlen. Ist {/,,a,,b 
beschrankt (BourBak1 [5], Chap. III, § 2, prop. 4). Sei uw, = //A,. Dann sind 
{u,,4,} und {u,b} Nullfolgen (BourBaKr a. a. O.), folglich {u,a,,b,} beschrankt 


nj nj 
} eine Nullfolge. 


° a 9 
und damit {A,,4,5,} = {Un MinGn On} 


10* 
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1.3. Sei G eine Familie von beschriinkten Mengen in A, die alle Nullfolgen 
enthilt. Ist die Multiplikation G-hypostetig in A‘), so ist in A das Produkt be- 
schriinkter Mengen beschrankt. 

Beweis: Seien {a,} und {b,} zwei Nullfolgen. Dann liegt {a,} in @ und {6,} 
ist beschrankt. Ist U eine Nullumgebung in A, dann gibt es nach Voraus- 
setzung eine zweite Nullumgebung V, so daB {a,} V Cc U, und ein e > 0, so daB 
{eb,} c V, also {ea,b,} Cc {a,}V Cc U. {a,b,} ist also beschrankt. Daraus folgt 
nun nach 1.2 die Behauptung. 

1.4. Satz. Ist A folgenvollstindig, so ist in A das Produkt beschriinkter 
Mengen beschrénkt. 

Beweis: WAELBROECK [22] beweist dies fiir quasivollstandige Algebren aus 
BourBakI [5], chap. III, § 3, cor. 1, p. 22. Der folgende Beweis lehnt sich eng 
an BourBaKI an. Seien M und N beschrankte Mengen in A, M’ die konvexe, 
kreisférmige, abgeschlossene Hiille von M. M’ ist folgenvollstandig. Sei 


E= UAM’. E ist ein linearer Teilraum von A. Sei 7 die von A darin in- 


A 
duzierte Topologie. M’ ist eine folgenvollstindige Tonne in FE [.7]. Sei / eine 
Halbnorm in A. Es geniigt zu zeigen, daB {f(x y)} beschrinkt ist, wenn x und y 
M’ bzw. N durchlaufen. Sei 7 = {x|x¢ E, p(xy) < 1 fiir alle y in N}. Ist 
M' c AT fiir passendes /, so ist die Behauptung bewiesen. 7' ist konvex, kreis- 
formig und abgeschlossen, und, da {p(2y)|y ¢ N} beschrankt ist fiir jedes z, 
auch absorbierend, also eine Tonne in E[.7]. Sei g(x) die Distanzfunktion 
von M’ in Z. Da M’ beschrankt ist, ist g eine Norm, die Z zu einem normierten 
Raum E[.7,| macht, dessen Normtopologie 7, feiner ist als 7. Sei x, eine 
TF ,-Cauchyfolge. Dann ist x, auch eine .7 -Cauchyfolge. Sei ein e > 0 gegeben. 


Dann gibt es ein m = m(e), so daB x, — a, € eM’ fiir k, n m, also 2, € Lm 


eM’ fiir n m. x, + €M’ ist aber 7 -folgenvollstandig, also gibt es ein x 
in EZ, fiir das x, — x beziiglich ZF und 2 € 2 eM’, also x,,€ x + eM’ und 
x, €x+ 2eM’ fiir n = m(e). x hangt aber offenbar nicht von ¢ ab und daher 
gilt auch 2, — x beziiglich 7,4, d. h. E [74] ist ein Banachraum. Da 7, feiner 
ist als 7, ist JT’ auch eine Tonne in £[.7,] und daher (BouRBAKI [5], p. 2) eine 
Nullumgebung, d. h. aber M’ c AT fiir passendes A. 

Aus dem vorhergehenden Satz folgt, daB sich eine Algebra A nur dann in 
eine folgenvollstandige Algebra einbetten laBt, so daB die Multiplikation in den 
einzelnen Variablen stetig bleibt, wenn in A das Produkt von beschrankten 
Mengen beschrankt ist. Umgekehrt gilt: 


m 


1.5. Set A metrisierbar und das Produkt beschriinkter Mengen in A be- 
schrankt. Dann lift sich die multiplikative Struktur von A so auf die vollstindige 
Hiille A (= A’) fortsetzen, daB A’ eine Algebra mit stetiger Multiplikation wird. 

Beweis: Sei S die Familie aller beschrankten Mengen in A. Da jede Cauchy- 
folge beschrankt ist, besteht A nur aus Beriihrungspunkten von Mengen aus &. 
Nach BoursBakI [5], chap. III, § 4, prop. 8, geniigt es dann zu zeigen, daB die 
Multiplikation in A (G, B)-hypostetig ist. Aus Symmetriegriinden geniigt es, 
die S-Hypostetigkeit zu zeigen. Angenommen, die Multiplikation sei nicht 


1) Boursakt [5] p. 39. 
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%-hypostetig. Dann existiert ein M ¢ B und eine Nullumgebung V, so daB fiir 
ein Fundamentalsystem V,,(n = 1, 2, . . .) von Nullumgebungen M { . V,) cy, 
d. h. es gibt eine Nullfolge x,, so daB Mz, (nV, d.h. M{zx,} ist nicht be- 
schrankt im Gegensatz zur Voraussetzung. Also ist die Multiplikation B-hypo- 
stetig. 

Aus BoursakI [5], chap. III, § 4, prop. 2, folgt, daB jede vollstandige 
metrisierbare Algebra mit stetiger Multiplikation eine topologische Algebra ist. 
Damit ergibt sich aus dem Vorangehenden: 

1.6. Eine metrisierbare Algebra mit stetiger Multiplikation ist genau dann eine 
topologische Algebra, wenn in thr das Produkt beschriinkter Mengen beschriinkt 
ist. 


2. Das Spektrum 


Wenn im folgenden von Mengen komplexer Zahlen die Rede ist, so immer 
als Teilmengen von {2 mit der darauf iiblichen Topologie. 

2.1. Definition. Sei a ¢ A. Ist 4 + 00, so soll 2 genau dann zu o(a) gehdren, 
wenn (Ce—a)~' in einer Umgebung von A existiert und stetig ist. co soll in o(a) 
liegen, wenn (Ce—a)-* in einer Umgebung von oo definiert und stetig ist und 
gegen 0 konvergiert, wenn C gegen co geht. a(a) = 22— o(a). 

a(a) ist offenbar eine kompakte Teilmenge von 22. 

WAELBROECK [18], [22] zeigt: Es geniigt, in Definition 2.1 statt Stetigkeit 
und Konvergenz gegen 0 nur Beschranktheit vorauszusetzen. Dies folgt in der 
Tat aus den beiden Identitaten 


(2.2) (Ce — a)-!— (C’e — a)-1= (C’ — £) (Ce — a)-1(C’e — a)-! 
(2.3) (Ce— a)—!= (-*(e + a(Ce—a)-). 
2.4. Definition. 
a (a) sup |¢ 


Céa(a) 


1! 


¢| kann hierbei (fiir € = co) auch den Wert oo annehmen! 

2.5. Definition. a heife spektralbeschrinkt, wenn |\a(a)| endlich ist. 

WAELBROECK nennt diese Elemente reguldir. Unter gewissen einschrin- 
kenden Voraussetzungen bilden die spektralbeschrankten Elemente von A eine 
Teilalgebra (s. 5.16). 

2.6. Definition. 2 + co liegt genau dann in 0’ (a), wenn (Ae — a)! existiert. 
oo liegt immer in 0’ (a). a’ (a) = 22— 0' (a). 

Zur Einfiihrung einer weiteren Spektralmenge ist folgender Begriff not- 
wendig : 
2.7. Definition. a heiBt quasi-spektralbeschriinkt, wenn 


a n 
lim )/p(a") < ce 
n—> 20 


fiir jedes p eines Fundamentalsystems P von A. 
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2.8. Die Definition 2.7 ist unabhiingig von der Wahl des Fundamentalsystems. 
Allgemeiner: Ist FP’ feiner als F, und ist a in bezug auf PF’ quasi-spektral- 
beschriinkt, so auch in bezug auf 7. 

Beweis: Zu jedem p ¢ F gibt es ein p’ € F’, so daB p(x) <= fp’ (x) fiir jedes x 
in A. Daraus folgt aber 

lim Vp (a") lim |p’ (a" 0°. 

n—> x nro 
In 5.10 wird gezeigt werden, daB jedes spektralbeschrankte Element auch 
quasi-spektralbeschrankt ist, und 5.15 wird eine Relation zwischen dem 
Spektralradius |o(a)| und den oben benutzten Limites geben. 

Im allgemeinen bilden die quasi-spektralbeschrinkten Elemente keine 
Teilalgebra, auch dann nicht, wenn A kommutativ ist. In Beispiel 8.7 sind x 
und y zwei quasi-spektralbeschrankte Elemente einer kommutativen Algebra 
mit stetiger Multiplikation, ihr Produkt jedoch ist nicht quasi-spektral- 
beschrankt. Andererseits gilt: 

2.9. Satz. Set in A das Produkt beschriinkter Mengen beschrankt, seien a 
und b zwei quasi-spektralbeschrinkte Elemente aus A, ab=ba. Dann sind 
auch a + b und ab quasi-spektralbeschriinkt. Ist insbesondere A kommutativ, so 
bilden die quasi-spektralbeschrinkten Elemente eine Teilalgebra. 

Zum Beweis wird folgendes Kriterium bendtigt: 


2.10. a ist genau dann quasi-spektralbeschrinkt, wenn a,a"—> 0 gilt fiir 


~n 
n 


jede Folge reeller nichtnegativer Zahlen «,,, die |x, —> 0 erfiillt. 

Beweis: a) a sei quasi-spektralbeschrankt, |/x,,—> 0, p eine beliebige Halb- 
norm in A. Dann ist f(a") < r® fiir passendes r und n = 1,2,... . Fir hin- 
reichend groBes n ist «, << 1"2-", also f(a, a") < 2-" und daher p(a,,a") > 0. 


b) Sei a nicht quasi-spektralbeschrankt. Dann gibt es ein ~, so daB 


lim )/p(a") = oe. Sei £, = max f(a’). Es folgt lim f, = o, da die f,, monoton 
n— x ran n— x 
wachsen, und es mu nach Konstruktion eine Folge n, geben, fiir die 


n 
n 


ut 
Bn,= VP(Gn,) gilt (u=1,2,...,n,—~00). Sei a, = Bo". Va, = By’ 9. 


n 
Jedoch p(«,,,a") = 1, also geht «,,a,, nicht gegen 0. 


nn 
/a«,- Dann geht auch //«/, 
gegen 0, also «},a" > 0, «},b" + 0, es folgt damit, daB {«},2a"b"} beschrankt ist. 
Da «;, > 0, ergibt sich «,(ab)" = «,,(a,2a"b") > 0. Also ist ab quasi-spektral- 


‘ 
Beweis zu 2.9: Sei «, beliebig, x, > 0. «,, 


beschrankt. Sei nun «;’ max «,; dieses Maximum wird wegen «),—> 0 an- 
re ih 
genommen. Es folgt «}’ > «),, aj, = a) wenn m < n. Nun ist a, = M(r)r” 


” 


n 


fiir jedes r= 1l,«@ «a; fiir ein passendes y => n und daher a) = a 
M(r)r’ = M(r)r". Daraus folgt lim |«’’ r fiir jedes r < 1 und damit 
n—> x 


"0 ‘' hn >» ie > > 
a™ und «\’b" gegen 0 und die Menge 


m 


a’? +0. Es konvergieren also « 
, 


{a,,a™ a, b"} ist beschrankt. Sei p eine beliebige Halbnorm. Es gibt dann ein MV, 
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so daB p(aja™a)/b") < M. 


p(a, (a + b)")s y (”) a, p(a"b"-") < a), y (”) ai 2 (a"b"-") : 


¥ 0 P ’ 0 " 
n f n 
, ys’ n ee vpn » |_| n ae pn- a 
Ln _ y t, Ly -»P (a 4 ) Ln _ y p (a, a oy-,9 ) 
v=0 v=0 


a,2"M . 


Dies geht aber gegen 0, da ya, » 0. Also konvergiert auch «, (a + 6)" gegen 0, 
d. h. a + b ist quasi-spektralbeschrankt. 

Eine Umkehrung gilt nicht. Es gibt kommutative Algebren, die nur aus 
quasi-spektralbeschrankten Elementen bestehen, in denen das Produkt von 
Nullfolgen jedoch nicht beschrankt ist (Beispiel 8.8). Man vergleiche auch 
mit 5.9. Hier folgt ein einfacher Spezialfall dieses Satzes. 

2.11. Ist a quasi-spektralbeschriinkt, so auch xe + Ba, wo «a und B komplexe 
Zahlen sind. 

Beweis: Fiir jedes p existieren ein M und ein r, so daB f(a") = Mr® fiir 
n=0,1,2,... . Daraus folgt: 


n 


p((ae + Bay) =p( (2) ar-rprar) = ¥ (*) iale-riprp(ar: 
n 


MS (") |al"—*| Birr = M (|a| + |Blr)*. 


’ 0 
Also ist 
lim /p((ae + Ba)") < |a| + |Alr 
und damit die Behauptung bewiesen. 

2.12. Definition. A + co soll genau dann in 0"' (a) liegen, wenn (Ae — a)- 
existiert und quasi-spektralbeschrankt ist. co soll genau dann in 0” (a) liegen, wenn 
a quasi-spektralbeschrinkt ist. 0'’(a) = 0" (a) U o(a). a (a) = 2— 0" (a). 

Aus 5.9 wird folgen, daB o(a)c 6’ (a), d.h. 0” (a) = 6" (a). (S. auch 
Def. 5.11.) 

Zum AbschluB dieses Abschnittes sei ein Abbildungssatz fiir die oben 
definierten Spektralmengen angefiihrt. Er bildet eine Spezialisierung von 
Korollar 6.9, gilt aber auch ohne die dort geforderten Vollstandigkeitsvoraus- 
setzungen. 

2.13. Sei 2’ +00, A’ € o' (a), d.h. es soll (i'e —a)-' =b existieren. Sei 
f(A) = (A' — A)-*. Dann gilt: 

1. f(a’ (a)) = 0'(b), 2. f(o’’ (a)) = 0’ (b), 3. f(a(a)) = a (0), 
d.h. die Spektralmengen transformieren sich in gleicher Weise wie a. 

Beweis: a) Es sei A+’, 00. w= (A’—A)-', also A= /'— pw". Es sei 
zuerst gezeigt: (ue — b)~! existiert genau dann, wenn (Ae — a)~! existiert und 
es gilt: 

(2.14) (Ae—a)-} pe + p?(we — b)-} 
(2.15) (uwe— b)-!= (A’— A)e + (A’— AP*(Ae—a)-!. 
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Existiert nimlich (~e— 6)-', so ist (Ae — a)(— we + pw? (uwe— b)) = ((A—7')e4 
+ (A’e — a)) (—pe + p? (we — b)-*) = (— poe + 5-1) (—pe + pw? (ue — b)-) 
b-! (we — b) (—e + u(we— b)-") = b- "(we + b— we) =e. Existiert umge- 
kehrt (Ae —a)-!, dann folgt (we — b) ((A’— A)e + (A’ — Aj? (Ae—a)") = 
(A’ — A) ((A’'e — a)-1— (Ae —aa)-* + (A’ — A) (A'e — a)! (Ae —aa)“!) = e—0=e 
nach (2.2). Damit folgt die Giltigkeit von (2.14) und (2.15) und yw gehért genau 
dann zu o0'(b), wenn A zu o’(a) gehért. co gehért nach Definition sowohl zu 
o’ (b) wie zu 0’ (a) und wegen 


(2.16) (—b)-1= a—J'e 


gilt nach Voraussetzung /’ € o’(a) und 0 € 0’(b). Also ist 0’ (b) = f(o’(a)) und 
mithin auch 1. giiltig. 
b) Sei wieder 2 + A 


, 


, 00; A € o' (a), also uw € 0’ (b). Nach 2.11 folgt aus (2.14) 
und (2.15), daB (Ae—a)-' genau dann quasi-spektralbeschrankt ist, wenn 
(ue — b)-* dies ist, d.h. A ¢ 6’’(a) genau dann, wenn yu € 6’ (b). Fiir A = 
bzw. A’ folgt Entsprechendes aus 2.11 und (2.16) bzw. aus b = (A’e—a)-}. 
Daher gilt 6’ (b) = f(6"’ (a)). 

c) Die Abbildung A — {(A) ist ein Homéomorphismus von 2 auf sich. Fiir 
A +e, 2’ folgt daher aus (2.14) und (2.15), daB die Resolvente von a genau 
dann in einer Umgebung von / definiert und stetig ist, wenn das Entsprechende 
fiir die Resolvente von 6 in einer Umgebung des zugeordneten y gilt. Ist 
(Ae — a)‘ in /’ stetig, so konvergiert nach (2.14) (ue — b)-! gegen 0 fiir uw > ov. 
Umgekehrt ist (Ae — a)-!1— (A’ e — a)-! = (A’—A) (2’e — a)“ (Ae — a)" b 

ub(uwe— b)-*= 6? (we — b)-!. Konvergiert (we — 6)! gegen 0 fiir uw > o~, 
so ist damit offenbar (Ae — a)-* stetig in 2’. Analog 1aBt sich die entsprechende 
Aussage fiir A = co, «= 0 beweisen. Es ist also f/(e(a)) = 9(b) und damit 
f(o(a)) = o(6). Damit gilt nun auch f{(0” (a)) = {(0" (a) U o(a)) = f(6" (a)) 

f(e(a)) = 0’ (6) U e(b) = oe” (6) und daher f(o’’ (a)) = o’’ (db). 

Hieraus ergibt sich folgendes Kriterium (WAELBROECK [18}): 

2.17. A + 0 liegt genau dann in o(a), wenn (Ae — a)—! existiert und spektral- 
beschrdnkt ist. 

Beweis: Aus 2.13 folgt, daB A genau dann nicht zu o(a) gehért, wenn o~, 
und damit eine ganze Umgebung von oo, nicht zu o((Ae — a)-) gehdért. 


3. Die Algebren @(2”, 2”; DY) 


Sei A ein offener, nicht notwendig zusammenhangender Bereich in Q 
Seien M und N zwei jeweils nur aus endlich vielen Punkten von A bestehende 
Mengen, Mr N = 9, n eine nichtnegative ganze Zahl. 

3.1. Definition. ¥,(M;N; A) sei der lineare Raum aller in A —(M\WsN) 
eindeutigen lokalanalytischen Funktionen, die in M héchstens Pole der Ordnung n 
besitzen. Als Topologie sei in V,,(M;N; A) die der gleichméBigen Konvergenz 
auf kompakten Teilmengen von A — (M UN) eingefiihrt. 

Sei C(z) der Kérper der rationalen Funktionen auf 22. 

3.2. C(z) 0 ¥,,(M; N; A) liegt dicht in Y,(M; N; A), genauer: Jedes Element 
aus Y,,(M; N; A) ist Limes einer Folge von rationalen Funktionen. 
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Beweis: Sei f eine Funktion aus Y,,(M; N; A). Dann laBt sich die Summe f, 
aller Hauptteile, die zu den Polen aus M gehéren, abspalten. LaBt sich f — f, 
durch eine Folge rationaler Funktionen g, aus ¥,,(@;N; A) auf jeder kom- 
pakten Teilmenge KC A—N gleichmaBig approximieren, so liegen die 
g, + fy in C(z)\ ,,(M;.N; A) und approximieren f/ gleichmaBig auf jeder 
kompakten Teilmenge von A — (M _N). Es geniigt also, den Satz fiir M = 9 
zu beweisen. Dann aber handelt es sich nur noch darum, / durch eine Folge 
rationaler Funktionen, deren Pole auBerhalb A —N liegen, in jedem kom- 
pakten Teilbereich von A—WN gleichmaBig zu approximieren. Die einzige 
Schwierigkeit, dies sofort aus dem Satz von RuNGE (etwa Satz 30 in BEHNKE- 
SomMER [3], p. 245) abzuleiten, besteht darin, daB A—N nicht zusammen- 
hangend zu sein braucht. Sei K nun eine kompakte Teilmenge von A —N, 
dann kann K nur in endlich vielen Komponenten von A — N enthalten sein 
(Hetve-BoreEL). Die Gesamtzahl der Komponenten ist héchstens abzahlbar, 
man kann also eine Ausschépfung von 4 — N durch eine Folge von Polygon- 
bereichen finden — auch in [3] brauchen die Polygonbereiche nicht zusammen- 
hangend zu sein (s. Bemerkung p. 246, Zeile 7) — und f im Inneren eines jeden 
dieser Polygonbereiche durch das gleiche Cauchy-Integral (iiber die Summe 
der Randwege) darstellen wie in [3]. Diese Darstellung bleibt, wie man leicht 
nachpriifen kann, auch fiir lokalanalytisches f bestehen. Damit ergibt sich in 
gleicher Weise eine Approximation von f durch die Partialsummen dieses 
Integrals und damit auch eine solche Approximation von / auf K, wenn man 
einen passenden Polygonbereich wahlt. Der weitere Beweisgang kann ohne 
Anderung iibernommen werden. Bei der ,,Polverschiebung‘ kann man die 
dabei resultierenden Polstellen als auf dem Rand der einzelnen Komponenten 
gelegen annehmen. Damit ist gewahrleistet, daB sie nicht in einer anderen 
Komponente liegen kénnen, d.h. alle Polstellen der schlieBlich gewonnenen 
Folge approximierender Funktionen liegen auBerhalb A —N. Dies war aber 
die Behauptung. 

Sei 2 eine kompakte, nicht notwendig echte Teilmenge von 2. Seien 2” 
und 2” zwei beliebige Teilmengen von 2, 2” -\ 2”’= 9. Seien M, N und A wie 
oben. 

3.3. Definition. 4 (2”, 2”; 2) sei die Gesamtheit aller ,,Tripel*« (M; N; A), 
fiir die gilt 1. Mc 2", 2.NC 2”, 3. LCA, 4. 2 hat mit jeder Komponente 
von A nichtleeren Durchschnitt, 5. co liegt genau dann in A, wenn es in & liegt. 

Nun lassen sich die (n, M; N; A), fiir die (M; N; 4) Cc (2”, 2”; Z) teil- 
ordnen: 

(n, M; N; A) < (n’, M’; N’; A’), 
wenn 


sa. mCM, ACH, & = 


In der Folge seien Y, X’ und 2” festgehalten, (M; N; A) immer in #(2”, 2”; L) 
angenommen. Ferner sei auf folgende Weise eine ,,kanonische‘‘ Familie 
A (M; N; A) von kompakten Teilmengen von 4 — (M UN) konstruiert: 








140 GERHARD NEUBAUER: 


3.4. Definition. K soll genau dann zu X (M; N; A) gehéren, wenn K= K,—K, 
und folgendes gilt: 

1. K, ist eine in A enthaltene kompakte Menge, die ihrerseits X im Innern 
enthdlt und nur dann gleich Q ist, wenn XY = Q. 2. I(K) sei der orientierte*) 
Rand von K, und bestehe aus einer endlichen Anzahl rektifizierbarer Jordankurven. 
3. K, = U K(¢), wo die ¢ iiber die Punkte von MN laufen. 4. Fiir € + co ist 


K(f) eine offene Kreisscheibe um den Punkt € mit Radius r(f, K) und orientiertem 
Rand I'(C, K). 5. Fiir €= co ist K(f) das Komplement des abgeschlossenen 
Kreises um 0 mit Radius r(oo, K)-!, I"(co, K) der orientierte Rand von K(ov). 
6. Die K(C) iiberschneiden sich nicht gegenseitig und liegen alle im Innern von Kg. 

Der Rand von K ist dann offenbar /'(K) ~ U (—J'(¢, K)). Jede kompakte 
Teilmenge von A — (M UN) ist in einem K ¢€ 4 (M; N; A) enthalten und es sei 
daher im folgenden immer das System F = {p,x|K ¢ # (M; N; A)}, wobei 

Px(f) max |/(C) 
teK 

als Fundamentalsystem von ¥/,,(M; N; A) genommen. 

Ist (n, M;N; A) <(n’, M’; N’; A’), so 1aBt sich jede Funktion f aus 
W(M;N;A) auch als Element von Y,.(M’; N’; A’) auffassen und ver- 


schiedene Funktionen ergeben wegen der Komponentenbedingung in 3.3 
und des Identitatssatzes fiir analytische Funktionen — wieder verschiedene 


Funktionen. Man erhalt also eine ,,natiirliche’‘ Einbettung W,,(M; N; A) 

We (M’; N’; A’). 

3.5. Die von W,.(M’;N’; A’) in V(M;N; A) induzierte Topologie ist 
grober als die urspriingliche. Sie ist gleich dieser, wenn A if 

Beweis: Da eine kompakte Teilmenge von A’ — (M’ UN’) auch eine solche 
von A — (M UN) ist, folgt aus der gleichmaBigen Konvergenz auf den letzteren 
die gleichmaBige Konvergenz auf den ersteren, die urspriingliche Topologie ist 
also in jedem Falle feiner. 

Sei nun 4 1’. Man kann sich auf #(M;N; A) und 4 (M’; N’; A’) be- 
schranken. Zu jedem K ¢€ # (M; N; A) 1aBt sich ein K’ in 4 (M’; N’; A’) an- 
geben, das sich von K nur dadurch unterscheidet, daB aus ihm noch einige 
weitere K(¢) (namlich fiir € ¢ (M’ U N’)—(MUN)) herausgeschnitten sind. 
In diesen K(¢) ist aber f ¢ ¥,(M;N; A) analytisch, nimmt also dort sein 
Maximum auf den /'(f, K’), die zu K wie zu K’ gehdéren, an. Es gilt mithin 
b(f) = px: (f) fir jedes dieser /, die induzierte Topologie ist also feiner als die 
urspriingliche. Dies ergibt aber zusammen mit dem ersten Teil die Behauptung. 

3.6. Definition. Sei ®(L’, XY”; LY) der induktive Limes*) der V,,(M; N; A), 
wobet (M;N; A) S(L", 2”; LX) durchliiuft und n alle nichtnegativen ganzen 
Zahlen. 

Der induktive Limes existiert nach 3.3 und 3.5. @(2’, XY”; XY) besteht aus 
allen Funktionen, die in einer Umgebung von 2 mit Ausnahme endlich vieler 


*) Die Orientierung soll immer so sein, daB die berandete Menge ,,zur Linken“ liegt. 
*) Boursakt [4], chap. II, § 2, No. 4. 
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Punkte lokalanalytisch sind. Diese Ausnahmepunkte liegen immer in 2” VU 2” 
und in Punkten von 2” besitzt die Funktion héchstens Pole. 

@(2x", X”; X) gestattet offensichtlich, in natiirlicher Weise eine Multi- 
plikation einzufiihren. Dies brauchte bei den ¥/,,(M;.N; A) nicht der Fall zu 
sein, da das Produkt zweier Funktionen mit Polen der Ordnung n eine Funktion 
mit Polen héherer Ordnung ergeben kann. 

3.7. Satz. @(L’, X”’; L) ist eine Algebra mit stetiger Multiplikation. 

Beweis: Es braucht lediglich noch gezeigt zu werden, daB die Abbildung 
g — fg fiir jedes (feste) f stetig ist. Es geniigt zu zeigen (BoURBAKI [4], p. 62), 
daB die Abbildung g > fg von V,,(M; N; A) in @ stetig ist fiir jedes V,,(M;N; A). 
Sei f¢ ,,.(M’; N’; 4’), n”=n+ 2’, M“= MUM ,N’=NUN,A"CA 1’. 
Dann liegt fg in V,,..(M’;N”;A”’). Die durch @(2", 2”; L) in W,,.(M";N”; A”) 
induzierte Topologie ist gréber als die urspriingliche (BourBAKI [4], p. 62). 
Es geniigt also zu zeigen, daB die Abbildung von Y,(M;N; A) in 
Yi (M"; N’; A”) stetig ist. Nun sei K ¢ #(M"’; N”; A”). Dann ist py auch 
eine stetige Halbnorm in ¥,,(M; N; A) nach 3.5. Da nach Konstruktion der px 
immer gilt px(fg) = Px(f) px(g), folgt damit die Behauptung. 

3.8. Hat f «@(L’, 2”; LX) in keinem Punkte von L" eine Singularitit, so 
ist f quasi-spektralbeschrénkt. 

Beweis: f liegt in einem ¥,(9;N; A). Da die Ordnungen der Pole wegen 
M = 9% nicht begrenzt sind, ist ¥,(6;N; A) sogar eine Algebra, und die px 
bilden ein Fundamentalsystem von multiplikativen Halbnormen. Daraus folgt 

lim Vpx(f") < Px({). f ist also quasi-spektralbeschrankt beziiglich der py. Das 
durch @(2”", X”’; X) in V,,(6; N; A) induzierte Fundamentalsystem ist aber 
nach Definition des induktiven Limes sogar gréber als das der px, und damit 
folgt die Behauptung aus 2.8. 

Aus 8.2, 8.3 und 6.10 la8t sich auch die Umkehrung dieses Satzes ableiten. 

Weitere Aussagen iiber ®(2’, XY”; 2) folgen zu Beginn von Abschnitt 8. 

Sei f ¢ @(2”, XY”; LY), C’ ein Punkt aus 2” VW 2”. Dann besitzt f(f) in ¢’ 
héchstens eine isolierte Singularitat, d. h. es existiert eine Laurententwicklung 
von f um den Punkt ¢’. 

3.9. Sei , -(f) der Koeffizient des Gliedes (f'—€)-* (v= 0,1,2,...) in 
der Laurententwicklung von {(f) in 6’ (bzw. des Gliedes £’, wenn £' = co). Dann 
ist p, -(f) ein stetiges lineares Funktional auf O(2", X”’; 2). 

Beweis: Die Linearitaét ergibt sich unmittelbar. Es geniigt, die Stetigkeit 
auf jedem ¥V,,(M; N; A) nachzuweisen. Diese ergibt sich aus 
(3.10) Me (f)| S r(C’, K)’px(f), 
wo f¢¥,(M;N; A), K€ 4 (M;N; A), r(C’, K) wie in 3.4 angegeben, falls 
lL’ € MUN, und gleich 0, wenn C’ ¢ MU N(0° = 1). Ist €°¢ MUN, so ist f(C) 
analytisch in ¢’ und damit @, --(/) = 0 fiir » > 0, |@o ¢(/) (C’) px (f). Im 
anderen Falle ergibt sich die Ungleichung aus den tiblichen Koeffizienten- 
abschatzungen fiir Laurententwicklungen, wenn man J/'(f’, K) (s. 3.4) als 
Integrationsweg nimmt. 
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4. Die Algebra D(a) 

Sei a wieder ein Element von A. 

4.1. Definition. 

S (a) = S(a"' (a) A 0' (a), a(a) 1 0" (a); a(a)) . 
P(a) = D(a" (a) -\ 0' (a), (a) A 0" (a); o(a)) « 

®, (a) sei die Teilalgebra aller Funktionen von D(a), die in einer Umgebung 
von a(a) lokalanalytisch sind, D'(a) die Teilalgebra aller Funktionen, die 
héchstens Pole in a(a) besitzen, B"' (a) die aller Funktionen, die keine Singulari- 
téiten in o”’ (a) besitzen. 

Offenbar sind ®,(a) bzw. ®'(a) bzw. ®’’(a) algebraisch isomorph den 
Algebren 
@(6,9;a(a)) bzw. P(a(a) > 0' (a), 9; a(a)) bzw. P(G, o(a) A 0" (a); a(a)). 
(a) ist die Algebra aller Funktionen, die in einer Umgebung von a(a) lokal- 
analytisch sind mit Ausnahme endlich vieler Punkte, die alle in 0’ (a) liegen, 
wobei in o’’ (a) héchstens Polstellen vorkommen diirfen. 

Es werden nun (Riemann-) Integrale tiber Funktionen betrachtet, die fiir 
komplexe Zahlen definiert sind und ihre Werte in A annehmen. Die Integra- 
tionswege sollen rektifizierbare Jordankurven, die Funktionen auf ihnen stetig 
sein. Dann konvergieren, da A lokalkonvex ist, in der iiblichen Weise die 
Partialsummen, die Limites selbst, also die Integrale, brauchen jedoch nicht 
in A zu liegen. Da man aber immer konvergente Folgen von Partialsummen 
angeben kann, liegen sie jedenfalls in A’. Damit jedes dieser Integrale in A 
existiere, geniigt es also, daB A folgenvollstandig ist. Wenn J’ der Integrations- 
weg ist, |/"| seine Lange, /(¢) der Integrand und # eine beliebige Halbnorm eines 
Fundamentalsystems, so hat unter den oben gegebenen Voraussetzungen 


P(f(C)) ein Maximum M (/, I’, f) auf ’und es gilt p f f(c)dc) I'| M(p, If). 
z 


Ist {(¢) lokalanalytisch, genauer: Existiert in einem offenen, nicht notwendig 
zusammenhangenden, endlichen Definitionsbereich iiberall der Differential- 
quotient lim (¢ — ¢’)-1(f(¢) — f(¢’)), (wenn auch unter Umstanden nur in A’) 


und lassen sich zwei abgeschlossene rektifizierbare Wege J" und J”, die ganz im 

Innern dieses Bereiches verlaufen, innerhalb dieses Bereiches stetig ineinander 

iiberfiihren, d. h. ist ihre Differenz in bezug auf diesen Bereich nullhomolog, 

so ist f f(t)df= f f(¢) dl; ist nimlich 2* irgendein stetiges lineares Funk- 
r r 

tional auf A’, so ist 2*(f(¢)) eine lokalanalytische komplexwertige Funktion 


und es gilt x* | t® dc) J x*({(0)) df. Dies folgt aus der Stetigkeit und 
r r 
Linearitat von x*. Der Satz von Caucny ergibt nun 2* ft(Q)de J {(0)de) 0. 
ir r 


Da dies fiir alle x* gilt, liefert der Satz von HanN-Banacu die Gleichheit der 
Integrale. Aus den Identitaten (2.2) und (2.3) ergibt sich unmittelbar, daB die 
Resolvente (Ce — a)-! in o(a) lokalanalytisch ist, ebenso in jedem passenden 
Teilbereich von o(a) das Produkt {(¢) 6(fe — a)-!, wo b beliebig in A und f(¢) 
eine skalare in einem Teilbereich von o(a) lokalanalytische Funktion ist. 
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Sei im folgenden (M; N; A) € S(a), K € &(M; N; A), I'(K) wie in Defini- 
tion 3.4, f ¢ Y%,(M; N; A). Dann laBt sich 


(4.2) Li) = x7 f 10) Ce—ayaz 


r'(nk) 


definieren, wenn A + Q. Diese Definition ist unabhingig von der Wahl von K. 
In der Tat kann man in der iiblichen Weise zeigen, daB wenn K’ ¢ # (M;N;A), 
I’(K) — I"(K’) nullhomolog ist in A — a(a) (es ist hier 2 = o(a)), und damit 
folgt die Behauptung, da sowohl f(¢) als auch (Ce — a)-! lokalanalytisch sind 
in A — o(a). 

Die Darstellung (4.2) ist sogar unabhingig von der Wahl von A. Sei 
(n, M; N; A) < (n’, M’; N’; A’) und daher f auch in ¥,,.(M’; N’; A’). Dann 
1aBt sich K’ ¢ & (M’; N’; A’) so wahlen, daB J"(K) und J"(K’) tibereinstimmen. 
Man braucht aus K nur einige weitere K(C) herauszuschneiden. Damit ist aber 
die Gleichheit der Darstellung (4.2) fiir diese f gegeben. Es laBt sich daher 
folgende Definition sinnvoll einfiihren: 

4.3. Definition. Fiir o(a) + 22 sei der Operator I,, der ®(a) in A’ abbilden 
soll, durch die Darstellungen (4.2) auf den einzelnen Y’,(M;.N; A) gegeben. Fiir 
a(a) = 2 sei I, = 0. 

Es sei I = Ip, falls co € (a), I(f) = Po... (f)e + Ig(f), wenn oo € a(a). 

4.4. I ist ein stetiger linearer Operator auf ®(a) mit Werten in A’. 

Beweis: Es gilt sogar 


(4.5) PU(A) S M(p, K) pif), 


wo f « ¥,,(M; N; A), K €¢ &(M;N; A), p eine Halbnorm in A (bzw. ihre Fort- 
setzung auf A’), M’(p, K) das Maximum von f((fe — a)-") auf /°(K) fir K + 2 


(was genau dann der Fall ist, wenn oa(a) + 2), M(p, K) = ple) 4 
= |\I"(K)| M’(p, K), falls o(a) + 2 und M(f, K) = p(e) fiir o(a) = 2. 


Man erhilt (4.5) aus den Relationen 


l . , ‘J 
(4.5.1) PU (f)) : _ I"(K)| M’'(p, K) px(f) far K+ 2 
und 
(4.5.2) PU (f))=90 fir K=oa(a)=2 


und der Abschatzung (3.10) angewandt auf @p, ... (4.5.1) folgt aus der Integral- 
darstellung (4.2), wahrend sich (4.5.2) unmittelbar aus der Definition ergibt. 

Es folgen einige Werte von J (f) fiir rationale f. 

4.6. Sei {(f) = C" € D(a). (v ganz nichtnegativ.) Fiir vy = 0 ist I(f) = e, fiir 
vy > 0, c0€ o(a) ist I(f) = 0, fiir vy > 0, © € o(a) ist I(f) = a’. 

Beweis: Sei co € o(a). Dann ist o(a) + 2 und 


C’(Ce—a)"de. 
I'(K) 
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Da o(a) beschrankt ist und f nur einen Pol in oo besitzt, konnen A und K so 
gewahlt werden, daB J"(K) ein beliebiger, geniigend groBer Kreis um 0 ist. Dann 
gilt, wenn ¢’ ein Punkt in K ist, 


C(Ce—a)t= DF Cr-*-#a* + a(S — 0’) + a (C — 0’) (a — Ce) (Ce — aa)’. 


Das Integral iiber die Summe verschwindet, da die Summanden im Endlichen 
analytisch sind. Geht der Radius von J"(K) gegen oo, so geht, weil oo € o(a), 
(Ce—a)-! und damit auch a’(a— C’e) (€e—a)-! gegen 0. Die wachsende 
Lange des Integrationsweges wird durch den Faktor (¢ — C’)-! kompensiert. 
Daraus folgt, da 8 das Integral iiber das letzte Glied gegen 0 geht. Andererseits 
ist es von /'(K) unabhangig, also verschwindet es. Es bleibt das Integral iiber 
das vorletzte Glied. Dieses liefert wegen C’ € K den gewiinschten Wert. 

Sei nun oo € o(a). Dann ist I(f) = @o,~ (fle + Ig(f). Offenbar ist mo ~(f)=1 
fiir y = 0, und verschwindet sonst. Es bleibt also nur zu zeigen: J,(f) = 0 fiir 
alle v. Ist g(a) = Q, so folgt dies aus der Definition. Im anderen Falle lassen 
sich A und K so finden, daB J"(K) ein kleiner Kreis um C’ ¢ A ist. Im Innern 
dieses Kreises ist der Integrand ¢’(C€e — a)-! der Darstellung (4.2) analytisch. 
Also verschwindet das Integral. 

4.7. Sei (fC) = (C’—f)-"€ D(a) (vy > 0), d.h. £' € o' (a). Ist C’ € a(a), so ist 
I(f) = 0, ist C’ € o(a), so ist I(f) = (C’e—a)-’. 

Beweis: 1. Sei £’ € a(a). Ist co € a(a), so ist Mo (f) = 0. Es geniigt also in 
jedem Falle J,(/) = 0 zu zeigen. Ist o(a) = 2, so folgt dies aus der Definition. 
Ist o(a) + 2, © € a(a), so gibt es wieder ein £’’ € o(a) und passendes A und K, 
so daB J’(K) ein kleiner Kreis um ¢£" ist, in dessen Innerem der Integrand 
(2° — 2)-*(Ze a)~* analytisch ist. Das Integral verschwindet also. 

Es bleibt co ¢ o(a) zu betrachten. Hier kann man A und K so wahlen, daB 
I(K) ein groBer Kreis um €’ ist. Dann ist 

: : l are a és . 
I(f) = In(f) = 3-3 | (t’ — t)-*(te — a)-1 dF. 


m1 


r'(K) 
LaBt man den Radius von J"(K) gegen co gehen, so konvergiert (fe — a)—! gegen 
0, das Wachstum des Integrationsweges wird wieder durch den Faktor 
(f’—f)-"(v 1) kompensiert. Man erhalt also auch hier I(f) = 0. 

2. Sei C’ 


o(a). Dann ist jedenfalls o(a) + Q. Ist co € (a), so gilt wieder 
wie oben @ ...(f) = 0. Es ist also in jedem Falle 


If) = Inf) = gaz f C'—O-"be— aya. 
I'(K) 

Im Falle co ¢ o(a) kénnen A und K so gewahlt werden, daB ¢’ ¢ K, I"(K) 
also das (beschrankte) K umlauft, jedoch nicht ¢’. Ist co € g(a), so wahlt man 
A und K so, daB J"(K) ein (negativ orientierter) kleiner Kreis um ¢’ ist. In beiden 
Fallen gilt: 


(¢’ f) "(C¢ a) 1 y (c’ cy v(C' ¢ a) p—l 


(f’ — £)-1(C’e — a)-* + (C’e —a)-"(Ce—a)-'. 
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Das Integral iiber die erste Summe verschwindet in beiden Fallen, im ersten, 
weil der Integrand innerhalb J"(K) analytisch ist, im zweiten, weil das Residuum 
von (¢’—¢)-™ fiir m = 2 in C’ verschwindet. Es bleiben die beiden letzten 
Glieder. Im ersten Fall verschwindet das Integral iiber das vorletzte Glied, 
weil der Integrand innerhalb /"(K) analytisch ist. Das Integral iiber das letzte 
Glied ist gleich dem gewiinschten Wert, da (Ce —a)-! iiber J"(K) integriert 
nach 4.6 e ergibt. Im zweiten Fall ergibt das Integral iiber das vorletzte Glied 
(¢’e—a)-", wahrend das letzte Glied innerhalb J’(K) analytisch ist, das 
Integral also verschwindet. Damit ist die Behauptung insgesamt bewiesen. 


5. Der Funktionalkalkiil 
5.1. Definition. Sei f ¢ O(a). Dann wird 


Uf =1(f) + L Vel) 


gesetzt, wober die C’ a(a) 0’ (a) durchlaufen und 


Oe (fp= DS oe (f) (C’'e—a)-” fiir C' +00 
und 


U(f) = LD %,0(f)a’. 


Es bleibt nachzuweisen, daB diese Definition sinnvoll ist. Die Summation iiber 
die C’ ist endlich, da es nach Voraussetzung fiir jedes f nur endlich viele Punkte Cf’ 
in o(a) gibt, fir die nicht alle gy, -(f) verschwinden. Es bleibt also nur die 
Konvergenz der Reihen U;.(f) zu zeigen. Sei f ¢ Y%,,(M;.N; A), » eine Halb- 
norm in A’. Liegt C’ in N, so ist (C’¢ a)~! (bzw. a) quasi-spektralbeschrinkt 
(Nc 2” =a(a)n 0” (a)). Es gibt infolgedessen ein r(p,0’), so daB p((C’e—a)-") 

<r(p,c’y (bzw. pla’) < r(p, co)”) fir »=1,2,.... Ist C’€M, so ver- 
schwinden die 9, --(f) fir » => + 1 und man erhalt, da M nur endlich viele 
Punkte enthalt, eine Konstante M(p) = 1, fiir die £((C’e—a)-") = M(pf) gilt 
(bzw. p(a’) M (p)) fiir [’ € M und » = 1, 2,..., . Sei nun K ¢ #(M;N;A) 
so gewahlt, daB r(¢’, K) < (2r(p, C’))-* fir C’ © N und r(C’, K) (2M (p))- 

’’ € M. Wendet man nun (3.10) an, so folgt fiir [’ € N: 


fiir ¢ 
P(r, 2 (f) (Ce —a)-”) Pv,0 (f)| P((C’e —a)-”) r(C’, K)’ dbx (f) r(p, CY’ 
Px (f)2-’. 


(Analog fiir ¢’ = oo.) Da eine entsprechende Abschitzung fiir jedes # gilt, folgt 
die Konvergenz der Reihe U;.(f) und 

(5.2) p(U~(f)) S px(f) fiir passendes K . 

Diese Abschatzung gilt auch fiir ¢’¢ M: Die Summen in den U,, sind hier 


ohnehin endlich, U;, also definiert, und die Abschaétzung ergibt sich aus 


P(My.e(f) (C’e—a)-") S 2-" pxl(f) M(py'-” S 2-" px(f) (analog fiir ¢’ = ov). 
Zusammen ergibt dies: Die U, sind auf jedem ¥Y,,(M; N; A) stetige lineare 
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Transformationen. Da auf jedem einzelnen ¥,,(M; N; A) nur endlich viele U,. 
nicht verschwinden, erhalt man daraus zusammen mit friiheren Ergebnissen 
iiber J: U ist auf jedem ¥Y,(M;N; A) eine stetige lineare Transformation. 
Daraus folgt nun: 

5.3. Der Operator U ist eine stetige lineare Transformation von ®(a) in A’. 

Um zu beweisen, daB U auf einer passenden Teilalgebra von ®(a) sogar 
einen Homomorphismus (mit Werten in A) definiert, sei eine weitere Trans- 
formation U’ eingefiihrt: Sei f ¢ ®(a) ~ C(z). Dann 1aBt sich f in eindeutiger 
Weise darstellen durch: 


e(a) C’’ca(a) 


¢’’ und ¢’ durchlaufen dabei die Pole von f und es ist 


f(C)= D'a,,,(A—C)-” fiir A+co und f,(f0)= Da, 0’. 


5.4. Definition. Sei f « O(a) C(z). Dann soll 


U'(f) = ae » fe (a)+ SD fe(a) 
4 e@(a) C’e€a(a) 
sein, wo 


f(a) = Dd a,,,(Ae—a)-” fiir A+oco und f,(a)= Ya 
v=1 v=] 
und die «,., und « sich aus der oben gegebenen Darstellung von f ergeben. 

5.5. U’ ist ein Homomorphismus der Algebra C(z) ~\ ®(a) in A. 

Beweis: DaB C(z) -\ ®(a) eine Teilalgebra von ®(a) ist, folgt unmittelbar 
aus den Definitionen, ebenso, daB U’ linear ist und alle seine Werte bereits in A 
annimmt. Es bleibt zu zeigen: U’(fg) = U'(f) U’(g). Diese Gleichung bedeutet 
nach Definition von U’ aber nichts anderes, als daB die ,, Partialbruchzerlegung*‘ 
in A in der gleichen Weise vor sich geht wie in C(z), da jede rationale Identitat 
bestehen bleibt, wenn statt ¢ ein a in sie substituiert wird. 

5.6. U’ und U stimmen auf C(z) -\ D(a) iiberein. 

Beweis: Nach der Definition der U; kénnte man in 5.4 auch setzen 


U'(f) = ae + D fe (a) + DY Uy (pf). 


Aus 4.6 und 4.7 folgt, daB I (f.-) = 0, I(f--) = f- (a) und I (a) = ae. Hieraus 
ergibt sich I(f) = «ae + )) f-(a) und damit, wie behauptet U’(f) = I(f) 4 

d Uy (f) = U(p). 

5.7. Definition. ®,(a) = U-*(A), d. h. ®, (a) ist der Teilraum der f ¢ B(a) 
(mit der durch ®(a) induzierten Topologie), fiir die U(f) € A gilt. 


Dy, 4 (a) = Dy (a) \ Oy (a), Dy (a) = D(a) \ Dy(a), Dj (a) = DB" (a) \ Dy (a). 


5.8. Satz. 1. DB, (a) ist eine Algebra mit stetiger Multiplikation. 2. U ist ein 
stetiger Homomorphismus von ®,(a) in A. 3. Dy (a) enthélt C(z) A D(a), 
insbesondere alle Polynome, und es gilt U(C) =a, U(1) =e. 4. Ist A folgen- 
vollstiindig, so ist D, (a) = D(a). 
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Beweis: Da co immer in 9’ (a) liegt, enthalt C(z) ~ (a) alle Polynome. 
Aus U’(f) = U(f) auf C(z) ~\ ®(a) folgt nun, da U'(f) € A, B®, (a) >C(z) A D(a), 
und damit auch, wenn man die Darstellung in 5.4 betrachtet, 3. 

@ , (a) ist ein linearer Raum, U definiert darauf eine lineare Abbildung in A 
und diese Abbildung ist nach 5.3 stetig. Es bleibt zu zeigen, daB das Produkt 
zweier Elemente / und g aus ® , (a) wieder darin liegt und daB U (fg) = U (f) U (g). 
Damit sind dann 1. und 2. bewiesen. 

Jedes f ¢ (a) und damit erst recht jedes f € ®, (a) ist nach 3.2 Limes einer 
Folge von Funktionen aus C(z) ™ @(a), da aus Konvergenz in einem 
Y.(M;N; A) auch Konvergenz in ®(a) folgt. Angenommen, f sei aus ®, (a), 
f,,g © C(z) \ D(a), f,>f. Dann liegt auch f,g in C(z) > ®(a) und es gilt 
f,g >fg, da O(a) eine Algebra mit stetiger Multiplikation ist (3.7). Aus 5.5 
und 5.6 folgt nun U (f,) U(g) = U'(f,) U'(g) = U' (fg) = U (fg). Andererseits 
gilt, weil U stetig ist und in A die Multiplikation stetig ist, U (/,g) + U (fq), 
U(f,) U(g) > U(f) U(g), da U(f,) > U(f). Damit ergibt sich, da nach Voraus- 
setzung U (f) und U (g) in A liegen, daB auch U (fg) = U(f) U(g) in A liegt, und 
damit fg in ®,(a). Sei nun auch g beliebig in ®,(a) zugelassen und durch 
g, « C(z) \ ®(a) approximiert. Man erhalt mit Hilfe der zuletzt gewonnenen 
Relation fg « ®,(a) und U(fg,) = U(f) U(g,) in A, kann dann wieder wie oben 
schlieBen und erhalt so U(fg)= U(f) U(g)« A. Damit ist gleichzeitig 
fg « ®,(a) gezeigt und die Homomorphieeigenschaft von U. 

U bildet ®(a) in A’ ab. Ist A = A’, so daher auch ®, (a) = O(a). Damit 
ist auch 4. bewiesen. 

WAELBROECK [18], [22] beschrinkt sich auf spektralbeschrinktes a und 
auf ®,(a). Dort fallen U, J und J, zusammen. 

5.9. Ist f ¢ O'{(a), so ist f(a) quasi-spektralbeschrinkt. 

(Die Umkehrung findet sich fiir folgenvollstandiges A in 6.10.) 

Beweis: Liegt f in ®'j(a), so ist es nach 3.8 in ®(a) und damit auch in 
@ ,(a) quasi-spektralbeschrinkt. U ist aber stetig, also gibt es zu jeder Halb- 
norm / in A eine Halbnorm g in ®, (a), fiir die P(g(a)) = qg(g) gilt fiir jedes 
g « ®,(a). Daraus folgt nun 

lim //p(f(a)”) < lim gif") <o. 

5.10. Jedes spektralbeschrinkte a ist quasi-spektralbeschrankt. 

Beweis: In diesem Falle ist co ¢ o(a) C 9’’ (a). Also liegt /(¢) = ¢ in Oj (a), 
f(a) = a ist also nach 5.9 quasi-spektralbeschrankt. 

Diese Aussage la Bt sich nochprazisieren(5.15).Sie erlaubt auBerdem eineVerein- 
fachung und Vereinheitlichung der Definition der verschiedenen Spektralmengen : 

5.11. A+ co (bzw. A = 00) liegt genau dann in 0' (a) (bzw. 0'' (a) bzw. o(a)), 
wenn (Ae a)-! (bzw. a) existiert (bzw. quasi-spektralbeschriinkt bzw. spektral- 
beschriinkt ist ). 

Beweis: Fiir 0’ (a) ist dies Definition 2.6. Die Behauptung fiir g(a) ergibt 
sich aus 2.17. Fiir 0’’ (a) folgt sie schlieBlich aus Definition 2.12 und aus 2.13, 
wenn man beachtet, daB aus 5.10 6” (a) > o(a), also 0” (a) = 6” (a) folgt. 
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5.12. Definition. |a|,.= sup lim Vp(a’), 


p 
wobei p ein Fundamentalsystem P von Halbnormen in A durchliuft. 
Es ergibt sich unmittelbar: 
5.13. |a|.. ist unabhingig von der Wahl von FY. Ist F’ feiner als FP, \a\', das 
zugehérige Supremum, so ist \a\.. a|'... 
5.14. Ist in A das Produkt beschriinkter Mengen beschrinkt, so ist in jeder 


kommutativen Teilalgebra |x|... eine multiplikative Halbnorm im verallgemeinerten 


Sinne (d.h. \z\.. co, wobei man 0 + co so vereinbaren mu ). 

Beweis: Die Homogenitat von |x|, ergibt sich unmittelbar aus der Defi- 
nition. Es bleibt zu zeigen: Ist ab=ba, so gilt |a+ bd), a\.. b|..., 
ab\.. a|\.. \b|... Man kann |a|... + ce, |b|., + co voraussetzen, da sonst nichts 
zu beweisen bleibt. Sei |a|,,< r < ov, |b|,, < s < co. Dann konvergieren offenbar 


p(r-*a’) und ~(s~—"b’) gegen 0 fiir jedes ~, {r~’a"} und {s~”b"} sind also Null- 
folgen. Nach Voraussetzung gibt es dann fiir jedes p ein M(p), so dab 
p(r-"s- "a" b") M(p), also p(a”’b") M (p)r’s". Beriicksichtigt man noch 
(ab)” = a’b’, so folgt sofort |ab 


ab). a\.. |b|... Ebenso ergibt sich 


rs, und, indem man r und s variiert, 


x 


p((a + by)=p| d (") arbor) = M(p) Y (")rre-r= MOG) (r + 9) 
v 0 ’ 


und damit wieder |a + 5b}. a). b|...- 


Sei dist(¢’, a(a)) = inf{|C’ — ¢| | ¢ € o(a)} gesetzt. 
5.15. Satz. Sei C’ € 0’ (a), C’ + oo. Es gilt 


a a(a) 


x 


und 
(C’e —a)—|—! = dist (C’, a(a)) . 


Ist A folgenvollstindig, so gilt in beiden Féllen das Gleichheitszeichen. 


Beweis: Ist |\o(a) co, so gilt die Ungleichung in jedem Falle. Ist dagegen 
co € o(a), so ist I(f”) = I,(f”) = a” und es 1aBt sich, wenn r > |o(a)|, ein A und 


ein K finden, so daB J’(K) ein Kreis mit Radius r um 0 ist, und es folgt aus 
(4.5.1) p(a”) = r°*1M’'(p, K) fiir jede Halbnorm /. Damit ergibt sich |a}.,, r 
und damit die erste Ungleichung. Ist nun A folgenvollstandig und |C’ a 


so konvergiert die Reihe 3’ |¢’|-’-1(a") fiir jede Halbnorm / und infolge- 
v 0 


dessen auch die Reihe 3’ ¢’-’-!a" und letztere stellt wegen der Stetigkeit der 
r=0 

Multiplikation (¢’e—a)-! dar. Man zeigt leicht, daB (¢’e—a)-! im Kon- 
vergenzbereich der Reihe stetig ist und gegen 0 geht, falls €’ gegen oo geht. 
Damit folgt aber |a(a) \a|.. Die Aussagen tiber dist (¢’, o(@)) lassen sich nun 
unschwer mit Hilfe von 2.13 aus dem eben Bewiesenen ableiten. 

5.16. Satz. Set A folgenvollstindig, a und b spektralbeschrinkt und ab = ba. 
Dann gilt 


(5.17) la(a + b)| S |o(a)| + |o(b)|, |o(ab)| S |a(a)| \o(d)| . 


Zur Spektraltheorie in lokalkonvexen Algebren 149 


Ist insbesondere A folgenvollstiindig und kommutativ, so bilden die spektral- 
beschriinkten Elemente eine Teilalgebra, und |\a(a) a\., definiert in dieser 
Teilalgebra eine multiplikative Halbnorm. 

Beweis: Die Ungleichungen (5.17) folgen unmittelbar aus 1.4, 5.14 und 
5.15. Der Rest ergibt sich dann unmittelbar aus diesen Ungleichungen. 

WAELBROECK [18] beweist diese Aussage mit Hilfe seines Kalkiils fiir 
mehrere Variable unter etwas starkeren Voraussetzungen (Quasivollstan- 
digkeit). Ebenfalls findet sich bei ihm 5.14 unter etwas einschriankenden Be- 
dingungen (Stetigkeit der Inversen) in [19]. Fiir lokal m-konvexe Algebren gibt 
MicHAkL [14] (5.17) in verscharfter Form (auch fiir nicht spektralbeschrinkte 
a, b mit der Vereinbarung 0: co = 0). 


6. Spektralabbildungssatz und zusammengesetzte Funktionen 


Im folgenden wird A durchweg als folgenvollstiindig angenommen, da man 
sonst keine Aussagen tiber das Spektrum von /(a@) machen kann. Trotzdem ist 
es im allgemeinen, d.h. wenn man fiir f wesentliche Singularitaéten in o(a) 
zulaBt, nicht méglich, genaue Auskunft tiber die Spektralmengen von f(a) zu 
geben. Dies liegt an den Abbildungseigenschaften von f in der Nahe solcher 
Singularitéten. Im Falle meromorpher Funktionen lassen sich dagegen fiir 
simtliche Spektralmengen strenge Abbildungssaétze gewinnen. 

Um das Bild des Spektrums auch fiir die singularen Stellen beschreiben zu 
kénnen, seien folgende Vereinbarungen getroffen: Besitzt f in ¢ einen Pol, so 
sei {(£) = co gesetzt. Mit w(/) sei die Menge der wesentlichen Singularitaten von 
f in o(a) bezeichnet. In den Punkten von @(f) 14Bt sich f nicht definieren. Es 
sei daher /(@/(f)) n /(V) gesetzt, wo V alle offenen Umgebungen von w(/f) 


durchlauft, in denen / (abgesehen von w(/) selbst) lokalanalytisch ist. 

6.1. Nach dem Satz von Picarp*) ist entweder {(w(f)) = 0, wenn w/(f) = 9, 
oder {(w(f)) = 22 — {ce} oder f(m(f)) = 2 — {ov, a}, wo « ein Picardscher Aus- 
nahmewert ist 

In den folgenden Hilfssétzen (6.2 bis 6.7) wird durchweg vorausgesetzt, 


daB A folgenvollstindig ist. f liege in ¥,,(M; N; A). 
6.2. a’ (f(a)) < f(o'(a)) U f(@(/)). 


Beweis: Angenommen, yu liege weder in f(a’ (a)) noch in f(@(f)). Ist «= ox, 
so liegt nach Definition w nicht o’(f(a)). Es sei also uw + co. Da pu ¢ f(w(f)), 
wird es in A nur endlich oft angenommen und man kann voraussetzen, daB alle 
diese Stellen A;(i = 1, 2,..., 1) in o(a) liegen. Im anderen Falle kénnte man 
1 etwas verkleinern. Es bleibt nur noch zu zeigen, daB (ue f(a))—} existiert. 
Da ww ¢f(o'(a)), liegen alle A; in 9’(a). Erweitert man M und N um die in 
a’ (a) -\ @' (a) bzw. a(a) 4 0” (a) liegenden A; zu M’ und N’, so liegt fiir passen- 
des n’ (u—f(C))-? in ¥(M’; N’; A). Damit folgt aber die Behauptung sofort 
aus Satz 5.8. 


6.3. a” (f(a)) flo" (a)) U f(w())). 


*) Siehe z. B. BennKE-SoMMER [3], p. 472. 


t 
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Beweis: Sei u ¢ f(o"’(a)), uw € f(@(f)). 

l. «=o. Da pw ¢ f(o"’ (a)), besitzt f keine Pole in o”’ (a), also ist f ¢ B®’ (a). 
Nach 5.9 ist { quasi-spektralbeschrankt, also u = © ¢ 0’’(f(a)). 

2. w+oco. Aus 6.2 folgt die Existenz von (me f(a))-*. Die Pole von 
(u — f(C))-! sind die im Beweise von 6.2 angegebenen /,, die in diesem Falle 
alle in o’’(a) liegen. Dies bedeutet, daB (u—/(¢))-'« %,(0;.N’; 4) fiir 
IN’ = tA... 25 A, UN. Daraus folgt nach 5.9 aber, daB (we — f(a))-! quasi- 
spektralbeschrankt ist, also u € 0” (f(a)). 


6.4. a(f(a)) C f((a)— w(f)) vu f(@(f)). 


Beweis: Die Behauptung ist trivial, falls w(f)+ 9, da dann nach 6.1 
f(o(f)) 2. Sei also w(f) = 9. Ist uw’ ¢ f(o(a)), dann kann angenommen wer- 
den, daB f(¢) + yp’ in A, ja sogar, daB eine ganze Umgebung V (y’) existiert, 
deren Werte in A nicht angenommen werden. Notfalls muB A etwas verkleinert 
werden. 

1. Sei uw ¢ V(u'), w + co. Dann liegt (u — /(¢))-! in Y,(M; N; A). Konver- 
giert wu, gegen u + co(in V (u’)), dann konvergiert (u, — f(¢))~! gegen (u — f(C))> 
in ¥,(M; .N; A), nach 5.8 also auch (u,e — f(a))~' gegen (we — f(a))-?. 

2. Sei wu’ = co. Dann kann man annehmen, daB f(¢) auf A beschrankt ist 
und (u, — {(¢))-! gegen 0 geht, wenn yu, gegen oo geht. Aus Satz 5.8 folgt dann 
wieder (u,e — f(a))~? > 0. Damit ist gezeigt, daB y’ in keinem Falle zu o(/(a)) 
gehort. 


6.5. f(a’ (a)) Cc o'(f(a)). 


Beweis: Sei u = f(A), A < A, uw € 0 (f(a)). Es ist zu zeigen: A € 0’ (a). 
l. wu oo. Es folgt A o’ (a), da f in o’ (a) keine Pole hat. 
2. 2 = © liegt nach Definition nicht in o’ (a). 
3. Lb + ©, A + oo. Es sei g,(£) = (f(A) f(¢)) (A— £)-}. g,(C) liegt ebenfalls 
in Y,(M; N; A). Ferner gilt (A— f)g,(¢) = f(¢) — f(A), also nach 5.8 (Ae — a) 


g,(a) = we — f(a). Nach Voraussetzung existiert (ue — f(a))~. Also existiert 
auch (Ae — a)~! = g, (a) (ue — f(a))~}, und A liegt nicht in o’ (a). 


6.6. f(o” (a)) c o (f(a). 


Beweis: Sei uw to” (f(a)), w= f(a’), 4’ ¢ A. Es ist zu zeigen: 2’ € 0” (a) 
oder: g(a) ist quasi-spekralbeschrankt, wo g(f) = (A’—¢)-1, wenn J’ + co 
und g(¢) = ¢ fiir 2’ = oo. Sei h(C) = f(C) fiir w = 0, h(C) = (wu — f(C))- sonst. 

1. {(f) sei nicht rational. Daraus folgt A —N-=+ 2. h(f) hat in A—N 
héchstens abzaihlbar viele Pole A; (¢ = 1, 2,3,...) mit den Ordnungen »,, 
wobei A, = 4’. Dann gibt es eine in 4 —N lokalanalytische Funktion h,(¢) 
(die infolgedessen zu ®’’(a) gehdrt), die in den A; mit i => 2 Nullstellen der 
Vielfachheit »; und in A, = /’ eine Nullstelle der Vielfachheit »,— 1 besitzt. 
Man wende etwa Satz 25 p. 238 in BEHNKE-SOMMER [3] auf jede Komponente 
von A—N an. Damit folgt, daB k(f) = h(f) h,(f) in D(a) liegt, da 4’ ihr 
einziger Pol in A — N ist. J’ liegt aber nach 6.5 in 0’ (a). k(a) ist quasi-spektral- 
beschrankt. Ist naimlich uz = oo, so ist k(a) = f(a) h, (a) nach 5.8. Da nach Vor- 
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aussetzung f(a) quasi-spektralbeschrankt ist, ist es auch k(a) nach 3.8, 1.4 und 
2.9. Ist uw + co, dann ist k(f) = (u — f(C))-* hy (C), also k(C) (u — f(C)) = Ay, (0), 
also k(a) (ue — f(a)) = A, (a) und daher k(a) = (we — f(a))- A, (a). Da beide 
Faktoren wieder quasi-spektralbeschrinkt sind, ist es k(a) auch in diesem 
Falle. Die Ordnung des Poles 2’ von k(f) ist 1, also ist k(f) = ag(C) + &,(C), 
wobei k, (C) « ®” (a). Es folgt g(a) = «1(k(a) — k, (a)). Die rechte Seite ist aber 
nach 3.8, 1.4 und 2.9 quasi-spektralbeschrankt. Damit ist die Behauptung 
bewiesen. 

2. /(£) sei rational. In diesem Falle ist auch h(¢) rational, da die (in diesem 
Falle endlich vielen) Pole nach 6.5 alle in 0’ (a) liegen. Seien 


>» » 3: 
G1» Se , ¢, diese 
r 


Pole, entsprechend ihrer Vielfachheit gezahlt, also )* », = v (A, und »,; wie oben, 
i 1 


jetzt i= 1, 2,...,1r). Sei auBerdem J’ = €,. Dann ist h(C) Hl dk C), wobei die 


q,.(¢) gebrochen lineare Funktionen mit q,(¢,,) = oo sind. Sei E. der vs-dimen- 
sionale Raum aller rationalen Funktionen, die in den A, Pole de r Ordnung py; 


haben, wobei y; sy, fiir’ + l und yp, < 8»,. Sei p,, (C) IT 4,(f) (m = 0,1,..., 
1 


y—l). Die Funktionen h(f)'p,,(f) (t= 0, 1,...,8s—1;m=0,1,...,¥—1) 
sind linear unabhangig und bilden daher eine Basis des E,. Insbesondere gilt 
8 ’ 1 
g(C)*= SS D ae. ¢,.mA(l)*m(C), z. B. g(Z)° = h(l)°p9(C) . 
t om 0 
v—1 v—1 
9(C) Pm(S) = (CS) 3 Bye Pe(S) + 2 Ymsx Pe(S) - 
tT=0 tT=Q@0 
v—1 
Sei M max DS (Bm. el + |Y¥m,r!), dann ist |x,» | S M* unabhangig von 


0Osmsr—-1 t=0 
t und m. Fiir s = 0 folgt dies aus der oben gegebenen Darstellung von g(C)°. 
Sei die Behauptung fiir s bereits bewiesen. Dann ist 


1 
g(E)*** = git) g(t = E h(Oy y Hs,t,m 9(C) Pm(C) 
t =0 2 0 
s y—1 v—1 s y~-1 v—1 
7 \p-1 7 7 - ’ ~ ’ ’ 
ys h(cy! , > p> ain Xs, t, m p,(S) > h(c)' 2 2 3 / ‘ms t Xs, t, m Pr\S) 
t 0 m 0 t=0 t 0 m OT 0 


T m 
x v—1 vy—1 
y’ P\t >* vA ay 
kd h(¢) 7a aw Pm,r%s,¢—1, m Ym,r%s, t,m Pp (C) 
t 1 tT l m 0 
v—1 v—1 
a I ’ 
p> | p> Ym,r & 8,0, m ) Pe (C) . 
tT O \m 0 


Hieraus folgt nach Definition von M sofort die Abschaitzung. Sei eine Halb- 
norm in A. p,,(C) ist in ®(a) und es gibt wegen der Stetigkeit der Multiplika- 








152 GERHARD NEUBAUER: 


tion in A ein M, und ein q, so daB p(p,, (a) y) < M,q(y) fiir m = 0,1,...,¥»—1 
und alle y in A. Da es quasi-spektralbeschrankt ist, gibt es Seneee ein M, 
und ein R, so daB q (h(a) M,R(t = 0,1, ...) . Es folgt 


8 r—1 s v—1 
P(g (a)*)= P| SE He,t, m Pla) h(a)t) = YY |ats,t, ml (Pm (a) h(a!) 
\t 0 m 0 t Om 0 
8 ¥ 1 @ 
Mts’ ¥ M,q(h(a)') < M*M,M,-» SR 
t=O m=0 t=0 


M*M,M,»(R***—1)(R—1)" < M3 


fiir passendes M,. Mithin ist g(a) quasi-spektralbeschrankt. 


6.7. f(a(a) — w(f)) C o(f(a)). 

Beweis: Sei uw’ ¢ a(f(a)), uw’ = f(A’), A’ < A. Es ist zu zeigen, daB 1’ ¢ a(a). 
In w(f) kann 4’ nicht liegen, da f in den einzelnen Punkten von w/(f) nicht 
erklart ist. 

l. pw’ + 00,2’ +00. Aus p’ ¢a(f(a)) folgt, daB eine Umgebung W(y’) 
existiert, in der (we — f(a))~* existiert und stetig ist. Da yw’ = {(A’) + 0 , gibt 
es eine Umgebung V(/’), in der f analytisch ist, so daB {(V) W. Daraus 
folgt nach 6.5 V 4 o’ (a) = 9. Sei 2” € V(A’’), dann liegen alle g,..(£) = (f(A”’) 

f(g) (A"—f)-? in ¥Y(M;N;A), und es gilt wie in 6.5 (A”e—a)" 

gx (a) (f(A) e— f(a))-*. Konvergiert A, gegen 2” in V(A’), so konvergiert 
gi, gegen g, in ,(M;N; A). Also geht g, (a) gegen g,-(a). Ebenso konver- 
giert, da f(A,) > {(A’’) und f(A’’) € o(f(a)), (f(A,) e — f(@))~ gegen (f(A) —f (a). 
Damit folgt aber nach 1.4 {(A,e—a)-"} = {g, (a) (f(A,)e—f(@))-"} ist be- 
schrankt, daher auch {(2’’e — a)-!(A,e — a)“ 3. Also konvergiert (A,e — a)~! 

(A’°e —a)-! = (A"— d,) (Ae — a)“ (A,e — a)! gegen 0. Damit ist bewiesen, 
daB (Ae — a)—! in einer Umgebung von 7’ existiert und stetig ist. 

2. uw’ = co, i’ + o. Es gibt dann eine Umgebung W (ce), so daB (Ae — f(a))~? 
existiert und stetig ist fiir alle endlichen uw in dieser Umgebung und gegen 0 
geht, wenn mu gegen oo geht. Ferner gibt es ein V(A’), so daB f(V) W und f 
analytisch ist in V auBer in 4’, wo es einen Pol besitzt. Es folgt aus 1., daB 
(Ae — a)! existiert und stetig ist fiir alle A + 4’ in V. Die Existenz in J’ folgt 
aus 6.5. Es gehe nun A, gegen 4’, 4, © V. Aus f(A,) > oe folgt (f(A,)e—f(a))~ 
f(4,) (f(4,) e— f(a)? (f(A,) e— f(a) f(a)) (f(A,) e— fl(a)) e + f(a) 
(f(A,) e— f(a))-! geht gegen e. Nach 6.5 liegt 2’ in 0’ (a), also existiert (A’e—a)-!. 
hy (fC) = (1 —f(A,)-*4 (2) (A, — 2) liegt in Y,,(M;N; 4) und die h, gehen 
dort gegen (A’— ¢)-1. Ferner ist (A,— £) hy, (C) f(A,) = f(A,) — f (0), also (A,e—a) 

h, (a) f(A,) ({(A,) e — f(a))~. hy, (a) konvergiert gegen (A’e — a)~!, der zweite 
Faktor gegen e, also ist nach 1.4 {(A,e — a)-1} beschrankt und es folgt wie in 1., 
daB (A,e — a)-! gegen (A’e — a)—! konvergiert. 

3. pw’ + co, 2’ = oo. DaB in einer Umgebung von ~ die (Ae — a)~! existieren 
und stetig sind, folgt wie oben. Es bleibt zu zeigen, daB (A,e — a)-! gegen 0 
geht, fiir A,» co. Seien die g, wie in 1. definiert. Sie liegen in Y,,(M; N; A) 


Cr es ‘ee 
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und gehen dort in diesem Falle gegen 0. Es folgt dann wieder wie oben, daB 
{(A,e —a)—"} beschrankt ist, und damit, daB (A,e — a)-!=A>1(e + a(A,e—a)-*) 
gegen 0 geht. 

4. uw’ =o, i’ =o, ergibt sich durch eine eritsprechende Kombination 
von 2. und 3. 

Die Hilfssaitze 6.2 bis 6.7 ergeben zusammen: 

6.8. Satz. Sei A folgenvollstindig, f < O(a). Es gilt: 

1. f(a’ (a)) C a’ (f(a) c fo’ (a) U f(@(/)). 

2. f(a’ (a)) C o (f(a) C fo’ (a) U f(@(f)). me 

3. f(a(a) — w(f)) C a(f(a)) c f(e(a) — w(f)) Uv f(@(f)). 

6.9. Korollar Ist A folgenvollstiindig, f < ®' (a), so gilt: 

1. f(o'(a)) = o' (f(a)), 2. fo" (a)) = 0” (f(a), 3. f(o(a)) = o(f(@)). 

Beweis: Fir f € ®' (a) ist w(f) = 9. 

Es stelit sich die Frage, wie weit sich die oben gegebenen Inklusionen auch 
fiir den Fall w(/) + 8 noch verbessern lassen. Sie 14Bt sich fiir den allgemeinen 
Fall negativ beantworten (s. Gegenbeispiele 8.4 und 8.5). Natiirlich lassen sich 





bei spezielleren Voraussetzungen tiber A die Aussagen teilweise vereinfachen 
(vgl. z. B. 7.13 und 7.14). 

6.10. Korollar. Sei A folgenvollstindig, f « O(a). f(a) ist genau.dann quasi- 
spektralbeschrinkt, wenn f « ®"' (a). 

Beweis: Der eine Teil der Behauptung ist in 5.9 enthalten. Ist umgekehrt 
{(a) quasi-spektralbeschrankt, also oo € 9’ (f(a)), so gilt nach 6.6 oo ¢ f(o’’(a)), 
d. h. f hat in o’’ (a) keinen Pol. Dies bedeutet aber / ¢ ®’’ (a). 

6.11. Korollar. Sei A folgenvollstindig. Ist f < ®,(a), so ist f(a) spektral- 
beschrankt. 

Beweis: Ist { « By (a), so ist w(f) = 9. Aus 6.9 folgt daher: o(f(a)) = f(a(a)). 
Da aber f auf o(a) keinen Pol besitzt, ergibt sich damit oo € o(/(a)). 

Im Gegensatz zu 6.10 braucht die Umkehrung hier nicht zu gelten, d. h. 
es kann /(a) spektralbeschrankt sein, ohne daB f ¢ ®,(a) (s. Gegenbeispiel 8.5). 

Es folgen Satze tiber zusammengesetzte Funktionen. Die ,,Ungenauig- 
keiten‘‘ des Spektralabbildungssatzes 6.8 erfordern hier im allgemeinen Falle 
eine etwas umstandliche Schar von Voraussetzungen. Diese dienen dazu, zu 
erreichen, daB die zusammengesetzte Funktion wieder in ®(a) liegt, und sind 
in diesem Sinne unentbehrlich. 

6.12. Satz. Set A folgenvollstiindig, (M;N; A) « F(a), f(C) < (MM; N: A), 
g(x) © By (M’; N’: A’), wobet 
l. f(A-- w(f)) C A’, 2. (MUN) 2 f(w(f)) = und 3. (M’;N’; A’) € S (f(a), 
fiir 
4. M’=a(f(a)) AM’, 5. N’=a(f(a)) AN’, 6. A’= A’ —(({oo} UM’ UN’) 0(a)). 
Dann ist 

h(l) = g(f(C)) € Pa (M";,N"; A”), (M";, NY"; A”) © S (a) 
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fiir 

1” = A—(f-1(M’ N’)n e(a)), M’ = MU (f- (M’) 0" (a)), N’ = NU (fF (N’) 
a(a)) (f-1(M’) 0 a(a) A 0” (a)) und passendes n”, 

und es gilt h(a) = g(f(a)). 

Beweis: a) M” und N” sind endlich. Ist nimlich K ein kompakter Teil- 
bereich von A, so kann f jeden Wert von M’ und N’ wegen Bedingung 2. nur 
endlich oft in K annehmen. Setzt man K = o(a), so folgt hieraus die Endlich- 
keit von M”’ und N”. AuBerdem folgt, daB A” keine neuen Komponenten hat 
(verglichen mit 4) und ebenso wie A eine Umgebung von oa(a) ist. Um 
(M’’; N”’; A”) € F(a) zu zeigen, braucht man also nur noch M” und N” weiter 
zu untersuchen. 

b) A(C) ist lokalanalytisch in A” (M”’ N’”’). (C) ist lokalanalytisch in 
A” — (M"U N”) Cc A—(MUN) Cc A—oa(f), bildet also nach 1. A’’—(M" UN”) 
in A’ ab und nimmt dort nach Konstruktion von M’’, N’ und A” keinen der 
Werte von M’ oder N’ an, d. h. f bildet A’’-— (M” UN”) in A’— (M’ UN’) ab. 
Dort ist aber g(zv) lokalanalytisch. Damit folgt die Behauptung. 

ce) M’ co" (a) eo’ (a). Nach Konstruktion von M” bleibt nur zu zeigen: 
f-*(M’) \o' (a) = 8. Nun ist nach 6.5 f(o’ (a)) C o’ (f(a)). Da aber M’ ro" (f (a)) =8 
(nach 3. ist ja M’ = M’ a(f(a)) a” (f(a)) 0 eo’ (f(@))), ergibt sich damit 
die Behauptung. 

d) N” ca(a)o eo" (a). Es geniigt wieder f-1(N’) \o''(a)=9 zu zeigen. 
Nach Voraussetzung ist N’ 1 o’’(f(a)) = 9 (s. 5. und 3.). Da nach 6.6 f(o’’ (a)) 

oa’ (f(a)), folgt f-(N’) A 0” (a) = 9. 

e) Aus dem Vorangehenden folgt, daB (M’’; N”’; A”) €« F(a). Es bleibt 
nun noch zu zeigen, daB h in M” nur Pole besitzt. Damit ergibt sich dann die 
Existenz eines n’’, so daB h(f) « Y,..(M”’; N”; A”). Sei C’ € M”’. Nach c) kann 
f in ¢’ héchstens einen Pol besitzen. Aus d) folgt, daB f(¢’) nicht in N’ liegen 
kann, d. h. g besitzt in {(¢’) auch héchstens einen Pol. Damit ist die Behauptung 
bewiesen. 

f) Sei nun obendrein angenommen, g sei rational. g(yv) = 9,(7)g2(z)~. 
wo g, und g, zwei teilerfremde Polynome sind. gz! gehért ebenfalls zu 
YW, (M’; N’; A’), es kann jedoch sein, daB g, und g, wegen ihrer Pole in oo nicht 
dazu gehéren, wenn co € A’. In diesem Falle ersetzt man M’ durch Mj, oder N’ 
durch Nj, indem man co hinzufiigt, je nachdem ob oo zu o’’(f(a)) gehdrt oder 
nicht, und erhéht im ersten Falle n’ auf ein passendes n}. Es bleibt zu unter- 
suchen, ob bei dieser Ersetzung die Voraussetzungen des Satzes beriihrt 
werden. A’ und A’ werden nicht verandert, oo gehort nie zu f(@/(f)), also bleibt 
auch 2. bestehen, und offenbar ist auch (M; ; Ni; NEF (f(a)). Nach e) gehoren 
dann h(C), hy (C) = gy (f(C)), Aa(C) = go(f(C)) und ha (2)-? zu WY, (My; Ni’; A”). 
1’ bleibt unverandert, weil f in A ~™ o(a) keine Polstellen besitzt. Die g;(y) 
sind Polynome. Man erhalt h;(¢), indem man statt 7 /(¢) in ihnen substituiert, 
nach 5.8.(2) erhalt man daher auch h;(a), indem man / (a) in g;(y) substituiert. 

Nach 5.8.(2) und 5.8.(3), betrachtet fiir f(a) statt a, erhalt man aber auf dem 
gleichen Wege g,(f(a)). Es folgt h;(a) = g;(f(a)). Aus h,hz* = 1 und g,gz* = 1 


7“ 
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folgt nun mit Hilfe von 5.8(Az") (a) = h,(a)-* und (gz") (f(@)) = g2(f(@))-?. 
Der gleiche Satz ergibt nun: h(a) = (hk, hz") (a) = h,(a) hy(a)-' = g,(f(a)) 
92(f(a))-* = (91927*) (F(a) = gf (@)). 

g) Sei nun g wieder beliebig. Dann gibt es nach 3.2 eine Folge rationaler 
g, in Y,,(M’; N’; A’), die g auf jeder kompakten Teilmenge K c A’—(M' UN’) 
und damit erst recht auf jeder kompakten Teilmenge K’ {’ (M’ N’) 1 

(M’ UN’) gleichmaBig approximiert. Nach 5.8 folgt hieraus g,(f(a)) > g(f(a)). 
f ist in A” — (M” UN") lokalanalytisch, also erst recht stetig und bildet nach 
Voraussetzung diese Menge in A’— (M’ UN’) ab. Es folgt, daB jede kompakte 
Teilmenge von A” — (M” U N”) auf eine kompakte Teilmenge von A’—(M’U N’) 
abgebildet wird. Daraus folgt, daB die h,(f) = g,(f(¢)) die Funktion A(¢) auf 
jedem kompakten Teilbereich von A’’— (M” UN”) gleichmaBig approximie- 
ren. AuBerdem liegt jedes h,(f) nach e) in ¥,..(M”’;.N”’; A”). (Man konnte 
dort n’’= n’m nehmen, wenn m die gréBte Vielfachheit ist, mit der Werte von 
M’ in M” angenommen werden (von f) und dies ist offenbar von g und g, un- 
abhangig). Nach f) ist nun h,(a) = g,(f(a)). Ferner gilt nach dem eben bewiese- 
nen h,(a) > h(a). Damit folgt insgesamt h(a) = g(f(a)). 

6.13. Korollar. Sei A folgenvollstiindig, f « ®' (a) (etwa eine ganze Funk- 
tion fiir quasi-spektralbeschrinktes a), g eine ganze analytische Funktion. 

Dann liegt g in OB" (f(a)), h = g(f) in B" (a) und es gilt h(a) = g(f(a)). 


Beweis: Es ist f €¢ Y,(6; N; 4), 9g € P4(9; {00}; 2). Also: A’ = 2, N’ = {oo}, 
M’= M = 9. Liegt co ina(f(a)), soist N’= N’, A’= 2,sonst N’= 9, A’ = Q—{oo}. 


Auch im ersten Falle ist N’ ao’ (f(a)) =%; denn nach 5.9 ist f(a) quasi- 
spektralbeschrinkt, also co ¢ 0’ (f(a)). Damit folgt in beiden Fallen (M’: N’: 1’) 
SF (f(a)), also auch g ¢ ®" (f(a)). Bedingung 1. in 6.12 ist wegen A’= Q 
erfiillt, ebenso 2., da co nie in f(@(f)) liegt. Da auBerdem M = 6 und f-!(M’) 
f-1(6) = 9, ist auch M” = §. Es folgt h « Y%(9;.N’; A”) nach 6.12, d. h. 
aber h « ®” (a) und h(a) = g(f(a)). 

6.14. Korollar. Sei A folgenvollstindig, f <« ®'(a), g < D(f(a)). Dann ist 
h = g(f) € (a) und h(a) g(f(a)). 

Beweis: Es ist nach 6.9 {(a(a)) = o(f(a)) und da f in A héchstens endlich 
viele Pole hat, kann man A von vorneherein so wahlen, daB f(4) C A’. Damit 
sind alle Voraussetzungen von 6.12 mit {’= A’, M’= M’, N’= N’ erfiillt und 
damit folgt die Behauptung. 


7. Einige Kriterien 

Stetigkeit der Resolventen und Quasi-Spektralbeschrinktheit sind zwei 
Eigenschaften, die im vorangehenden eine gréBere Rolle gespielt haben. Es 
werden deshalb in diesem Abschnitt verschiedene dafiir hinreichende Kriterien 
betrachtet und entsprechende SchluBfolgerungen fiir das Spektrum gezogen. 
Zuvor einige Anmerkungen: 

Anstelle des Begriffs der Algebra mit stetigen Inversen (WAELBROECK [18], 
[19], NeumMARK [15]) sollen folgende gebraucht werden: Eine Algebra heiBe 
Q-Algebra (KAPLANSKY [11]), wenn e eine Umgebung besitzt, in der tiberall 
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die Inverse definiert ist. A heiBe eine Algebra mit stetiger Inversion, wenn die 


Inverse in ihrem Definitionsbereich iiber den weiter keine Voraussetzungen 
gemacht werden stetig ist. So ist z. B. eine lokal m-konvexe Algebra eine 


Algebra mit stetiger Inversion (MICHAEL [14], 2.9), im allgemeinen aber keine 
Q-Algebra. Umgekehrt gibt es auch Q-Algebren, so etwa den Kérper der 
rationalen Funktionen C (t) in der von WILLIAMSON [23] angegebenen Topologie 
oder @(2,6; Q) (s. 8.3), in denen die Inversion nirgends stetig ist. Eine 
Algebra mit stetigen Inversen im Sinne von WAELBROECK ist in der hier 
gegebenen Bezeichnungsweise eine @Q-Algebra mit stetiger Inversion. Unter 
einer Algebra mit stetiger Resolvente sei eine Algebra verstanden, in der fiir 
jedes x die Resolvente (€e — x)~ iiberall, wo sie definiert ist, stetig ist (in C) 
und gegen 0 konvergiert, wenn £ gegen oo geht. 

7.1. Ezistiert fiir A ein System F’ von Halbnormen, das feiner ist als ihr 
Fundamentalsystem P, und das A zu einer Algebra mit stetiger Resolvente macht, 
so ist A eine Algebra mit stetiger Resolvente. 

Beweis: Ist die Abbildung ¢ — (fe — a)-', dort, wo sie erklart ist, stetig 
fiir die feinere Topologie (im Bildbereich), so auch fiir die grébere. Das ist 
aber die Behauptung. 

7.2. Ezxistiert fiir A ein multiplikatives System F’ von Halbnormen, das 
feiner ist als ihr Fundamentalsystem PF, so ist A eine Algebra mit stetiger Re- 
solvente und jedes Element in A ist quasi-spektralbeschrinkt. 

Beweis: FY’ macht A zu einer lokal m-konvexen Algebra, also zu einer 
Algebra mit stetiger Inversion (MicHAEL [14], 2.9), und daher mit stetiger 
Resolvente. AuBerdem folgt unmittelbar aus der Definition einer lokal 
m-konvexen Algebra, daB alle ihre Elemente quasi-spektralbeschrankt sind. 


> 


Damit folgt die Behauptung aus 7.1 und 2.8. 

7.3. Definition. Sei E ein linearer Vektorraum, T eine lineare Abbildung 
von E in sich, p eine Halbnorm auf E. T heiBe p-direkt®), wenn 

p(T) sup {p(T 2)}<o. 
p(x)=1 
Ist P ein System von Halbnormen, so heiBe T P-direkt, wenn T p-direkt ist fiir 
jedes p in F. 

Sei A eine Algebra mit stetiger Multiplikation. Sei L, die durch L,a = xa, 
R,, die durch R,a = ax definierte lineare Abbildung von A in sich, p irgendeine 
Halbnorm, Y irgendein System von Halbnormen in A. 

7.4. Definition. a ¢ A heiBe rechts- (links-) p-direkt, (bzw. rechts- (links-) 
P-direkt), wenn L,(R,) p-direkt (bzw. P-direkt) ist. Es sei f(a) = A(L,) 
( b(R,)) gesetzt. 

In den folgenden Satzen werden meistens nur entweder rechts- oder links- 
direkte Elemente betrachtet. Bei Betrachtungen der Resolvente und ihrer 
Stetigkeit bleibt man ohnehin in einer kommutativen Teilalgebra, wo diese 
Unterscheidungen zusammenfallen. Wenn im folgenden von #f- (bzw. #-) 


5) Arens [2] p. 459, s. auch Micnaet [14] A. 1. 


lie 
on 
ne 


ne 
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direkten Elementen von A die Rede ist, sollen darunter also immer entweder 
durchweg rechts- oder links-direkte Elemente verstanden werden. 

Die Eigenschaft, Y-direkt zu sein, haingt von der Wahl von F7 ab 
(s. ARENS [2], p. 459). Man kann sogar Systeme FY’ angeben, die zu einem 
System von multiplikativen Halbnormen aquivalent sind, und fiir die ein a 
existiert, das fiir kein p’ ¢ J’ p’-direkt ist (s. z. B. 8.9). 

7.5. Sei P ein System von Halbnormen in A. Dann bilden die links-P-direkten 
(bzw. die rechts-P-direkten) Elemente eine Teilalgebra, die p definieren darauf 
ein multiplikatives System F, das feiner ist als F. Es gilt in dieser Teilalgebra 
insbesondere p(a) : p(a) p(e). 

Beweis: DaB Summe und Produkt Y-direkter Elemente wieder P-direkt 
sind, folgt unmittelbar aus der Definition, ebenso, daB A(ab) < A(a) J(b). 
Ebenso unmittelbar ergibt sich die in der Behauptung aufgestellte Ungleichung 
und damit, daB F feiner ist als F. 

7.6. Sei PF’ ein System von Halbnormen in A, das feiner ist als das Funda- 
mentalsystem FP von A, a € A. Ist a F'-direkt, so ist es quasi-spektralbeschrinkt. 

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus 7.5 und 7.2, angewandt auf 
die Teilalgebra der (links- bzw. rechts-) F’-direkten Elemente aus A. 

7.7. Ist ein System P von Halbnormen in A multiplikativ, so ist jedes a € A 
P direkt und es gilt (a) < p(a) fiir jedes p ¢ F. 

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus der Definition einer multiplikativen 
Halbnorm. 

7.8. A besitzt genau dann ein System von Halbnormen F’, das feiner ist als 
das System FP, und fiir das alle a F'-direkt sind, wenn es ein multiplikatives 
System FP” besitzt, das feiner ist als F. 

Beweis: Ist FY” multiplikativ, so kann man nach 7.7 A’ = FY” wahlen. 
Hat man umgekehrt ein Y’, so setzt man F”’ P?’, und erhilt so nach 7.5 ein 
multiplikatives System, das feiner ist als F’, also erst recht feiner als 7. 

Es wird nun eine weitere Beziehung zwischen den Definitionen 7.3 und 7.4 
hergestellt, die es erlaubt, alle Aussagen iiber A-direkte Elemente von Algebren 
auf Y-direkte Operatoren anzuwenden. Sei E ein lokalkonvexer Vektorraum 
mit einem Fundamentalsystem Y. Ist ein Endomorphismus #-direkt, so ist 
er offenbar auch stetig. Sei @ ein EF iiberdeckendes System von beschrankten 
Mengen in FE. Dann sei A= #%eg(E, E) die Algebra aller stetigen Endo- 
morphismen von E£, mit der durch das Fundamentalsystem 2 = {py} (p € F, 
M € ©) erzeugten Topologie, wobei 


by (T)= sup p(T 2). 
ze M 


A ist bekanntlich eine Algebra mit stetiger Multiplikation. 
7.9. Der Operator T ist genau dann P-direkt, wenn er links-2-direkt ist und 
es gilt sogar py (T) = f(T) fiir jedes M « © und jedes p ¢ F. 
Beweis: py (T'S) sup (T Sz) sup /(T) p(S2) A(T) sup (Sz) 
reM reM 2oM 
A(T) py (S). Ist also T P-direkt, so auch links-2-direkt und Jy (T) < £(7). 
Sei nun 7' links-2-direkt. Dann existiert nach Hann-Banacu fiir jedes M ein 
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stetiges lineares Funktional 2*, so daB sup | x* (x) 1. Sei nun y ein beliebiges 
reo M 

Element mit (y) = 1. Setzt man S(x) = 2*(x)y, so ist offenbar S ¢ A und 

man erhalt: 


p(T y) = p(T y) sup |a* (x) sup |a*(ax)| p(7'y) sup p(7'S 2) 
t 


reM reM ced 


bu (TS) < py(T) Py (S) = puy(7T) sup |x*(2x)| p(y) = Au(T) . 
r¢M 
Da dies fiir jedes solche y gilt, folgt: 7’ ist -direkt und A(T) by (T). LaBt 
man noch # und M variieren, so ergibt sich damit die Behauptung. 

Diese Ergebnisse lassen sich z. B. auf beschrinkte Operatoren in lokal- 
konvexen Raumen anwenden. Fiir einen solchen Operator existiert eine Halb 
norm /*), so daB p(T x) M (p) A(x) fiir alle x und alle #. Wahlt man das 
(zu 7 aquivalente) System # aller Halbnormen aus F, die gréBer sind als A 
zu dem dann auch ein zu 2 aquivalentes System 2’ gehdrt, so ist offenbar 7’ 
Ff’ -direkt (es ist B'( T’) M (p’)), also ist nach 7.9 7 links-2’-direkt und dahe 
nach 7.6 quasi-spektralbeschrankt in #;(H, EL) fiir jedes G’). 

7.10. Set p eine beliebige, nicht notwendig stetige, Halbnorm in A. 

1. Sei C’ € 0’ (a) und (f’e —a)-' p-direkt. Dann ist (Ce —a)-! p-direkt fiir 
jedes € in U(p; f') A 0' (a) und es gilt: 


p((Ce—a)-*) S P((t’'e—a)-*) (1— [0 —0"| A((2’e —a)-))"’ . 
Dabei ist U (p; 6’) = {C | | —L'| < (A((C'e — a)-)“}. 
2. Ist a p-direkt, so ist (Ce —a)-* in U(p; 0) 4 0' (a) p-direkt und es gilt: 
A((fe—a)-) < (|| — A(a))—, wobei U(p; 00) = {£ | \C| > A(a)}. 
Beweis: 1. Sei x € A, p(x) = 1. Es ist wegen (2.2 
p((fe—a)-1x) < p((t’e—a)z) + |\E—L'| p((o’e — a)“ (Ce — a)" 2) 
p((t’e — a)-") + | —C’| B((C’e — a)-) p((Ce —a)“*2) 
Daraus folgt: 


p((fe—a)-a) < p((C'e—a)) (1— [6 —C"| (fe —a)-))? 
und damit sowohl die Behauptung als auch die Abschatzung. 
2. Folgt in véllig gleicher Weise aus (2.3). 
7.11. Seti fC’ € o' (a), C, € o' (a), €, > C'. Set PF’ ein System von Halbnormen 
in A, das feiner ist als das Fundamentalsystem F. 
Ist (C’e—a)- (bzw. a, falls ['’ = ~) F'-direkt, so konvergiert (C,e —a)-' 


gegen (C'e —a)-! (bzw. gegen 0). 


Gibt es zudem noch ein M, so daB p'((f’e—a)-) = M fiir alle p' <« F 


(bzw. f'(a) < M), und ist A folgenvollstiindig in der durch ein System F”’ er- 


zeugten Topologie, wo FP” feiner als PF und gréber als F’ ist (P9 < PR’ < F’), 


so gilt sogar C’ € o(a). 


*) Siehe z. B. Prerscu [16]. Def. 4.1. 


*) Anm. i. d. Korr. (10. 11. 1960): H. Scuarrer zeigt fiir quasi-vollstandiges E (unver- 


éffentlicht), daB die beschrankten Operatoren sogar spektralbeschrankt sind. 


id 


yt 


Zur Spektraltheorie in lokalkonvexen Algebren 159 


Beweis: Aus der Abschatzung in 7.10 (1) folgt, daB fiir jedes p’ fiir ge- 
niigend groBes n die (¢,¢—a)-' p’-direkt sind und die #’((¢,¢—a)-") be- 
schrinkt. Da die f’ multiplikativ sind, folgt damit, daB /’((¢,e—a)— 

- (f’e —a)-*) C, —C'| p’((t’e — a)-") £'((C,,e — a)") gegen 0 geht. Aus 7.5 
folgt dann, daB auch p’((¢,,e — a)~ — (C’e — a)—") gegen 0 geht und damit auch 
p((f,e — a)-! — (C’e —a)~") fiir jedes p. Damit ist fiir €’ + oo der erste Teil 
der Behauptung bewiesen. Sei nun die Zusatzbedingung erfiillt. Es folgt 
p’((f’e —a)-") S p’(e) M™ fiir alle ~’ und daher auch p’’((¢’e — a)-") S cM" 
fiir alle p’, da A’ < #. Dann ist aber |(C’e—a)-| M, also existiert 
nach 5.15 (Ce a)-! fiir | —C’| < M-* und ist dort stetig fiir die von FP” 
erzeugte Topologie, also erst recht fiir die urspriingliche Topologie, d. h. £’ € o(a). 
Der Beweis der entsprechenden Behauptungen fiir ¢’ = oo erfolgt véllig analog. 

7.12. Sei A eine topologische Algebra, C’ € 0” (a). Existiere ferner eine Folge 
Cf, >’, so daB C,€0'(a). Dann konvergiert (€,e—a)-' gegen (C’e—a)" 
(bzw. gegen 0 fiir ct’ co}. 

Dieser Satz gilt nicht fiir den allgemeinen Fall einer Algebra mit stetiger 
Multiplikation. Ein Gegenbeispiel hierzu gibt 8.6. Dort enthalt A ein Element, 
fiir das die Resolvente iiberall existiert und quasi-spektralbeschrankt, aber 
nirgends stetig ist. 


Beweis: 1. Sei C’ + co. Sei b(n; £) bs (2’ Cyr (le a)-"’-1, (C’e—a)- 


1 0 
ist quasi-spektralbeschrankt. Folglich gibt es zu jedem ~ € F7 ein r(p) > 0, 
so daB p((c'e a) * r(p) fiir n 2... s OS ee topologische 


Algebra ist, gibt es ferner zu jedem # ein p’ € F, so dab p(xy) = p(x) p(y) 
fiir alle x und y in A. Sei nun ein ¢ > 0 gegeben und existiere fiir ein € mit 
f’—¢| < min(r(p’)-!, e(2r(p))-*, (2r(p))-") die Resolvente (Ce—a)-'; es 
soll nun gezeigt werden, daB dann #((fe— a)-!— (C’e —a)~-") < e. Hieraus 
wiirde aber die Behauptung folgen. Es gilt: 


p((Ce — a)-! — (C’e — a)-*) 
b((Ce — a)-! — b(n; C)) + p(b(n; C) — (Ce a)-*) 


p((fe —a)-1(e — (Ce —a) b(n; £))) | S (¢’ — f)°(C'e a)-"-*); 
’ l 


b((fe — a)-1(2’ — "+1 (C’e—a)-*—1) + DY 0’ —C|"r(p)" +? 
pb’ ((Ce— a)-*) (\0’ — C| r(p’))"*? 
Cl r(p)?(l— [t’ Ui rp) <> +5=«, 
wenn n groB genug ist, da |¢’ — {| r(p’) 4 
Ist C’ = co, so verlauft der Beweis analog. Es muB lediglich b(n; ¢) 


ys” ¢-*a’-1 und 0 statt (¢’e — a)-! genommen werden. 


7.13. Ist A eine topologische Algebra, so ist a” (a) = a(a). 
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Beweis: Ist € ¢ o’’(a), so gilt dies auch fiir eine ganze Umgebung von €. 
1 


Uberall in dieser Umgebung ist aber nach 7.12 (Ce—a)-! stetig bzw. kon- 





vergiert gegen 0 fiir £ + co. Damit folgt ¢ ¢ o(a). Da andererseits o”’ (a) C a(a) 
a(a), folgt damit die Behauptung. 

7.14. Existiert in A ein System F' von Halbnormen, das feiner ist als das 
Fundamentalsystem FP und fiir das alle a ¢ A F'-direkt sind, so gilt: a’ (a)=o' (a) 
und a’ (a) a(a). 

Beweis: Aus 7.8 und 7.2 folgt, daB A eine Algebra mit stetiger Resolvente 





ist. Hieraus ergibt sich o’(a) = oa(a). Aus den gleichen Satzen folgt, daB 
jedes a in A quasi-spektralbeschrankt ist, woraus o”’ (a) o’ (a) folgt. 


8. Beispiele 


Sei 2”, 2” und wie in Abschnitt 3. Mit ®... sei die Teilalgebra all der 
Funktionen von Y¥,(9;{C'}; 2) bezeichnet (mit der von Y,(9; {f°}; Q) 
induzierten Topologie), deren konstantes Glied in der Laurententwicklung 
um ¢” verschwindet. ®,,, ist also der Nullraum des stetigen Funktionals qp - 
in (6; age Q), also abgeschlossen in W(S; io"; Q). Y(G; “ay - Q) ist 
aber offenbar vollstindig, also auch ®-..,. Mit ®, -, sei der eindimensionale 
euklidische Raum der Vielfachen von (f’ —£)-” (» 1,2,...) bezeichnet 
(bzw. von C’ fiir £’ = oc). ®, » ist natiirlich vollstaindig. Sei #(L) = 0(9,6; 2) 
(WAELBROECK [18]). VAN Hove [10] hat die Vollstandigkeit dieser Algebra 
nachgewiesen (vgl. auch K6THE [12)). 

8.1. Satz. @(2”", 2”; 2) ist topologisch isomorph der topologischen Summe 


gE x” CCD’ v=} 
Beweis: Aus der Definition von @(2", » 


” 


H (x) y’ @, Pe 


‘; 2) und der tiblichen Abspaltung 
der zu den Punkten von 2” und 2” gehérenden Hauptteile ergibt sich unmittel- 
bar ein algebraischer Isomorphismus. Es bleibt zu zeigen, da dieser Isomor- 
phismus in beiden Richtungen stetig ist. 

1. Die Einbettung von @(2”, X”’; 2) in die topologische Summe ist stetig, 
wenn dies fiir jedes ¥,(M;N; A) gilt mit (M; N; A) « Y(2L”, XY”; LY). Dieser 
Raum wird aber auf den Teilraum, der durch die direkte Summe aus 
WY,(6;5; A), ®-.. far (’ €N und @,,. fir C’€M,vy=1,2,...,n gebildet 
wird, abgebildet. Die Topologie in ¥,(4; 4; A) ist feiner als die von (9, G; 2) 
darauf induzierte. Es geniigt also, die Stetigkeit der Einbettung von Y,,(M; 
N; A) in die letztgenannte direkte Summe nachzuweisen (die, da nur aus end- 
lich vielen Summanden bestehend, gleich dem entsprechenden topologischen 
Produkt ist). Sei 7 jeweils die Topologie der Summanden, 7, die von 
Y,(M; N; A) in ihnen induzierte. Auf den eindimensionalen @, -, sind beide 
gleich, ebenfalls nach 3.5 auf Y,(%;%; A). Auf ®,,. ist Z gleich der von 
Y,(9; {f°}; A) dort induzierten, nach 3.5 ist diese aber gleich 7,. Damit ist 
die Stetigkeit der gesamten Abbildung bewiesen. 

2. Um zu zeigen, daB auch die umgekehrte Einbettung stetig ist, geniigt es, 
dies fiir jeden Summanden zu zeigen. Da aber ¥,,(M;N; A) eine feinere 
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Topologie besitzt, als die von @(2”", X”’; X) darauf induzierte, ist dies fiir jedes 
Y,(8;9%; A) und damit auch fiir ihren induktiven Limes (9,9; 2), sowie 
fiir die ®.., und die ®, -, oben schon bewiesen. Die 7 waren ja dort immer 
gleich den .7 4. Damit ist der Satz insgesamt bewiesen. 

8.2. Satz. D(L”, XY”; L) ist vollstindig. 

Beweis: Die einzelnen Summanden in der oben angefiihrten Summe sind 
nach den Vorbemerkungen zu Beginn des Abschnitts alle vollstandig. Daraus 
folgt, daB auch die topologische Summe und damit nach 8.1 auch @(2", & 
vollstandig ist. 

8.3. Sei co ¢ Y—(L" U J”). Dann liegt a = f(C) =f in A = O(2’, 2”; LZ) 


oy b dd 5 ” 


und es gilt a(a) = &, a’ (a) ,o' (a) = 2—(2" VU 2”). 
( 


Beweis: DaB f(C) Ce @(d"’, 2”; XJ) und o' (a) Pm ~ 2’), folgt 
unmittelbar aus der Definition von @(2”", 2”; XY). Aus 3.8 folgt 2— 2” > o''(a). 


rr =r 


Ist umgekehrt ¢ >", dann ist nach 8.1 der von den (¢ C)-” (bzw. von den 


ft” falls £’’= cc) erzeugte Teilraum topologisch isomorph der topologischen 
Summe der @, .... Eine Halbnorm darin wird dargestellt durch eine beliebige 

v 
Folge M,, wobei p( X?a,(C"—¢)-") = 2! || M,. lim Vp((o""—¢)-*) = lim YM, 
ist aber bei passender Wahl von {M,} nicht endlich (entsprechend fiir ¢’’ = oo), 
C’ also nicht ino’ (a). Nun sei f’ ¢ J, dann gibt es ein A > 2 und eine Umgebun 
U(f'), so daB (f’—)-1€ Y,(9;9; A) fiir C’ ¢ U(C’) und offenbar hangt 
(¢’’—)-! dort auch stetig von ¢” ab. Da die Topologie von Y,(%; 9; A) 
feiner ist. als die von ®@(”", ©”; X) dort induzierte, folgt damit, daB die 
Resolvente in U(C’) stetig ist. Sei C’ a 2’). Fir 6’ + © liegt (¢’— ¢)- 


in ®,, bzw. @, ... Die Folge (¢,— ¢)-'— (¢’— ¢)-! (bzw. (C,— ¢)—? fiir C’= 00) 


ist also nicht in endlich vielen Summanden der topologischen Summe enthalten, 


Oo 


also ist sie fiir ¢, > C¢’ keine Nullfolge, d. h. 6’ € (a). Damit ist der Satz ins- 
gesamt bewiesen. 

Es folgt aus 8.3, daB man im allgemeinen Falle keine weiteren Aussagen 
iiber o(a), o’’ (a) und o’ (a) machen kann, als (a) kompakt, oo ¢ o’ (a). AuBer- 
dem 1aBt sich so eine Reihe von Beispielen konstruieren (s. im folgenden), 
u. a. auch @(2, 6; Q) als eine Topologisierung von C (z). 

8.4. Sei A = (8, {0}; {0}), d. h. A soll die Algebra aller in einer ,,punk- 
tierten‘‘ Nullumgebung eindeutigen analytischen Funktionen sein. Sei 
a=a(l)=l. Nach 83 ist o’(a)= 0" (a) = %,a(a) = {0}. Daraus folgt 
{(f) = sin (C-") € B(a), w(f) = {0}. f(w(f)) = 2 — {oo}, da der Sinus keinen 
Ausnahmewert  besitzt, o(a)—o(f)=9. Ferner ist offenbar nach 3.8 
o' (f(a)) = o' (sin (f-")) = 2 — {00} = o"’ (f(a), und daher o(f(a)) = 2. Alsogilt 

6 = f(a’ (a)) + o' (f(a) = f(o' (a) U f(@(f)) = 2— {or} . 
§ = f(a" (a)) 4 ao” (f(a)) = f(o” (a)) f(@(f)) Q — {co 
§ = f(a(a) — w(f)) + o(f(a)) f(a(a) — w(f)) VU f(@(f)) = &. 

8.5. Sei A = @(R), der Algebra aller auf der reellen Graden stetigen 
komplexwertigen Funktionen, die Topologie die der Konvergenz auf kom- 
pakten Teilmengen von R. Bekanntlich ist A eine lokal m-konvexe vollstandige 
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Algebra. Sei x € A, x = x(t), dann ist o’ (x) = x(R) und infolgedessen (vgl.7.14) 


o'' (x)= «(R) und o(x)= 2(R). Sei wieder a=a(t)=t. Dann ist o”’ (a) 
o'(a)= R und a(a)= RU {oo}. Sei f(f)=sin€, dann ist f¢@M(a) und 

offenbar /(a) = sint. w(f) = {co}. f(m(f)) = 2— {cc}. Offenbar ist o’(f(a)) 
a” ({(a)) = o(f(a)) = (0, 1). Man erhiilt also: 


\ 


/ 


<0, 1) = f(o” (a)) = a (f(a) + fo" (a) U f(@(f)) = 2 — {or} . 


<0, 1) = f(a(a) — w(f)) = o(f (a)) + f(a(a) — w(f)) f(w(f)) $2. 


{0,1 f(o' (a)) = o' (f (a)) + fo’ (a)) U f(@(f)) = 2— {or} . 


8.6. Sei A = ®(G§, 2: Q). Die Funktionen in A sind also, abgesehen von 
einem konstanten Glied, Summen von ,,Hauptteilen‘‘ in irgendwelchen 
Punkten von 2. Sei wieder a = a(C)=C. 8.3 ergibt nun o’ (a) = 0” (a) = 9, 


a(a) = 22. Alle Resolventen von a existieren also und sind quasi-spektral- 
beschrankt, in keinem Punkte jedoch sind sie stetig. 
8.7. A sei gleich C[z, y], der Algebra aller Polynome in zwei Variablen 


iiber den komplexen Zahlen. Auf folgende Weise seien Halbnormen in A 


eingeftihrt: Seien r,,7, > 1 und sei R,(n = 0,1, 2,...) eine Folge positiver 
n 
Zahlen, die monoton gegen co geht, und fiir die sogar |) R,, > oo gilt, ferner 
Tn, atm Ralls la+e,n Be (n,m = 0,1,2,...) und fir c=) a, ,2°y 
t 


p (a) Pp Xs, t| "s,t- 


s.t 
Offenbar definieren alle diese p eine lokalkonvexe Topologie. Es soll 
gezeigt werden, daB A mit dieser Topologie eine Algebra mit stetiger Multipli- 
kation ist, d. h. daB die Abbildung a — ab stetig ist fiir jedes b. Es geniigt 
offenbar, dies fiir b = x und b = y zu zeigen, sogar, wegen der Symmetrie in 
den Definitionen, nur fiir b = y. Ist p wie oben gegeben, so ist also ein ent- 
sprechendes g zu finden, so daB f(ay) g(a) fiir beliebiges a. Sei g durch 
ry =, = 7. und R, = R,,.,7, definiert. Offenbar erfiillen rj, 75 und die R; 


die oben gegebenen Bedingungen. 


p(ay) P (2 Hs, 22% y'*") & |%s,4l %s, 0-41 
t 8 


.t 
yy’ | i 1—s y’ t-—1 
d, |%s,2| Rr, dD, |Gs, 2] Re4i%% 
sst 1 t 1 8 
w " , i-s y , C=? 1 
dD \%s, 1 R311" dD |%s,¢| 23-173 17 12 
8 t 8 t+1 
+ DD la, | Rig 'rz rs? 
t+1<8 
7 oe ee | pres—t 7 68 ajt 
_— |X, ¢| RY . ie |%s,¢ Riry q( Hs, UY q(a) , 
est t<8s s,t : 


da Ri, < R77 <1,1r5!<1. Nun ist offenbar lim Vp(a2")=r, und 
lim VpP(y") = 1, aber lim Vp((xy)") lim VR, =o, d.h. y und 2 sind 


quasi-spektralbeschrankt, xy dagegen nicht. 


) 
d 
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8.8. Sei A die Algebra aller beschrinkten integrierbaren Funktionen mit 
1 1 

der Topologie von I’(0,1). A ist wegen f{ |f(t) g(t)| dt < sup |/()| J \g(t)| dt 
0 (0, 1) 0 


eine Algebra mit stetiger Multiplikation. Sei /,(¢) = in ¢0,n ty und ver- 
schwinde sonst. Es folgt { |/,(t)|\dt=n *, f, ist also eine Nullfolge. { |f5(t)| dt 


2\ nicht beschrankt. In A ist also das Produkt beschrankter 


nf 


1 

n* , also ist {f 
Mengen nicht beschrankt. Andererseits ist )// |/"(¢t)| dt < sup |f(#)|. Also ist 

0,1 
jedes f in A quasi-spektralbeschrinkt (sogar spektralbeschrankt). 

8.9. Sei @(—1,+ 1) die Banachalgebra der auf (—1,+ 1) stetigen 
komplexwertigen Funktionen mit der Maximumnorm | f |, A, = @¢(— 1, + 1) 
(n= 1,2,...), A das topologische Produkt der A,. Ist x = {2,}, 
x, € €{— 1, + 1), so bilden die f, (x) = max | z,, || offenbar ein Fundamental- 


n m 


x¢A, 


nuns n 
system fiir die Topologie von A. Die #, sind alle multiplikativ, also ist A lokal 
> ' 
m-konvex. g, (x) = max|?, (x), 5 [ 2,4,(t) dt | definiert ein zweites System 2. 
1 
Es ist |} f f(jdt {| und daher #,(x) < 9,(x) S paii(x), A und 2 
sind also aquivalent. 2 ist aber nicht multiplikativ, es gibt sogar ein a ¢ A, 
das fiir kein n q,-direkt ist: Sei a, (t) = t fiir alle n, ein ¢,, gegeben. Man be- 


m 


stimme zx durch: z,,.,(t) =t, x,(t)=0 sonst. Dann ist q,, (x) max (pp, (2), 


1 
1 { tdt max (0,0) = 0. Ware a q,,-direkt, so miiBte wegen q,,(ax) 
Gm(@) Fm (x) auch g,,(ax)=0 sein. Es ist aber q,,(a2) = max (p,,(a2), 


1 / @dt|) = max (0, 3) = 4. 
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Arithmetical Functions of Finite Abelian Groups 
By 


Eckrorp CoHEN in Knoxville, Tennessee 


1. Introduction. Let X denote the semigroup of the finite abelian groups 
with respect to the direct product. The identity group of X, thatis, the group 
of order 1 contained in X, will be denoted by E,. Let J denote the sub-semi- 
group of X consisting of all completely reducible groups of X. The semigroup 
J is isomorphic to the multiplicative semigroup J* of the positive integers 
under the correspondence associating each integer n with the (unique) completely 
reducible group in X of order n. 

It is the purpose of this paper to extend some of the fundamental concepts 
and results of the multiplicative arithmetic of the integers to the finite abelian 
groups; properly speaking, to extend the arithmetic of the sub-semigroup J to 
the full semigroup X. This section is devoted to a review of the principal aspects 
of the paper, preceded by a number of basic definitions. 

For groups G in X, let o(G) denote the order of G, and define the grade 
A(G) of G to be the number of groups in X of order <= o(G@). Two other im- 
portant functions of X are the functions J (@) and e(G@) defined by 
(l (@=2,) 

\o (G + E,) ; 


The number of direct factors of G in X is denoted by t(@). 


I(G)=1forallG, e(@) 


Suppose /, (G@) and /,(@) to be two (complex-valued) functions defined in X. 
The direct convolution of f,(@) and /,(@) is the function /(@), denoted by 
f =f, + fe and defined by 
(1.1) /(@) » f(D)i.(D), 

DxE=G 
where the summation is over all (ordered) pairs of groups D, Z in X such that 
Dx E = G. When G is restricted to J, (1.1) reduces to the ordinary convolution 
functions of integers. Many functions of X arise naturally in the form (1.1). 
For example, t= J-J. Another example is the “divisor function” S(G@), 
defined by S=TJ- A. 

Let {(@) represent an arbitrary function defined in X. For positive integers 
n, the level function l,(n) of {(@) is defined by 
(1.2) L,(n) » f(@), 

e(G)=n 
where the summation is over all G in X of order n. If z is a real variable, 
x = 1, then the summatory function S,(zx) is defined by 


(1.3) S,(z)= DY f(G)= DU(n). 
e(G)sz 2sz 
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The level function and summatory function of J(@) will be denoted by a(n) 
and A (x) respectively, 


(1.4) a(n) > 1, A(z) Dd a(n). 


o(G n ns2 


If F(x) is a function such that 


lim ini [F(2)) 1, 
reper, FY? 
then /(G@) will be said to have the average order F (2). 
Let L, denote a set of ordered n-tuples {G,, ..., G,} such that each G; € X. 
Further, suppose L,, (x) to be the number of n-tuples of L,, with components of 
order < x. Then the asymptotic density of L,, is defined to be 


L,, (x) j 


a) 


(1.5) mm Fe) 
if this limit exists. 

Section 2 is concerned with analogues of the Euler and Mébius functions 
in X. We define the greatest common direct factor (G,, G,) of two groups G,, G, 
of X to be the group of maximal order in X which is a direct factor of both 
G, and G,. We shall say that G, and G, are relatively prime if (G,, G,) = E 
The enumerative totient ®(G) is defined to be the number of groups H ¢€ X 


such that A is of order o(G) and is relatively prime to G. In Corollary 2.3.1, 
@(G) is shown to have the evaluation ® = ~~ A, where u(G@) denotes the 
Mobius function of X. The function ~(G@) is characterized by the relation 
w+ I=e (Theorem 2.2). This fundamental property is expressed in terms 
of Dirichlet series in Theorem 2.5, for use in later applications. As a curiosity, 
we note that another basic property (Corollary 2.4.1) of u(G) is deduced on 
the basis of the Euler-Legendre Pentagonal Number Theorem! It is also 
mentioned that the discussion of totients in § 2 is developed in terms of a 
general function, of which ®(@) is a special case. 

The third section is devoted to estimates for the summatory function of 
a special class (1.1) of functions f(@) with f,= A and /, bounded (Theorem 3.3). 
As special cases, we are able to determine the average order of S(G) and 4(@), 
(Corollaries 3.3.1 and 3.3.2). A consequence of Theorem 3.1 is that o(@) has 
the average order 2/2. 

In §4 we consider applications to two asymptotic density problems. 
The density of the set of relatively prime pairs of groups in X is determined 
in Corollary 4.1.1. We define the k-th power G* of G, for positive integers 
k, by G¥= Gx-++xG, to k factors. If G possesses no k-th power direct factor 
other than Ey, then G will be called k-th power-free (k-free). As a consequence 
of Theorem 4.2, it follows in case k = 2 that the separable (square-free) groups 
of X, have positive density < 6/z?. Thus by a well-known result of elementary 
number theory [4, Theorem 333] there are relatively fewer separable groups 
in X than in J. 


of 


of 
3). 
’), 


as 


ps 
ry 
ps 


= 
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In §5 we consider further asymptotic properties of the order function 
o(G). In particular, we obtain estimates for the summatory functions of the 
logarithm and the reciprocal of o(@), (Theorems 5.1 and 5.2). The results 
obtained correspond to the elementary forms of the Stirling and Euler formulas, 
respectively. Application is made to the abelian generalizations of the functions 
of Mébius and Chebyshev (Theorems 5.3 and 5.4). 

The methods employed in treating the asymptotic questions of §§ 3, 4, and 
5 are elementary in nature. Relative to these questions, the chief tool used 
is a simple, though by no means trivial, estimate due to Erpés and Sze- 
KERES [3] for the number of abelian groups of order = zx, that is, for A(z). 

In the final section (§ 6) we return for a more thorough study of the number 
Q(x) of separable groups of order x. By a method quite different from 
that used in § 4, the remainder term O(| x log a) obtained in (4.8) for Q(x) 


is reduced in Theorem 6.1 to O(| x). This result is in marked contrast to the 
best existing results on the distribution of the square-free numbers obtained 
by any method up to this time (cf. [6, II, p. 21]). The approach used in the 
treatment of Q(x) in §6 is elementary and is in fact a simplified variant of 
the Erdés-Szekeres method for studying A (2). 

The formal aspects of the paper are based mainly on the direct convolution 
concept, with particular regard to the algebraic properties proved in Theorem 
1.1. The generative theory of partitions is also applied (§§ 2 and 6). Regarding 
the convolution of functions of finite abelian groups with respect to subgroups, 
we mention DELSARTE [1]. It is emphasized that the function u(@) of this 
paper is not the same as that defined by DELSARTE. 

Finally, we observe that pervading all considerations of the paper is the 
Basis Theorem for the finite abelian groups [7, II, p. 116]. 

2. Direct convolutions and the functions u(@) and O(G). Let /(@) be a 
function defined in X and satisfying f(H,) = 1. Then f{(G) will be called multi- 
plicative if {(G, x G,) = {(G,) /(G@,) for all G,, G, in X such that (G,, G,) = Eo; 
in case {(G,xG,) = {(G,) f(G,) without restriction, then /(@) will be called 
totally multiplicative. We record the following useful observations. 

Remark 2.1. If /(@) is multiplicative, then it is completely determined 
by the values for G = P*, where k = 1, 2,..., and P ranges over the indecom- 
posable groups of X. 

Remark 2.2. If G is restricted to J, then, since J ~ J*, the above definition 
becomes equivalent to the definition of a multiplicative function /(n) of an 
integral variable: f(1) 1, f(m,%y) = f (m1) f (me) if (Ny, Me) a 

Remark 2.3. The functions 9(@) and ¢(G@) are both totally multiplicative 
(and hence multiplicative). 

Let R denote the binary algebraic system of arithmetical functions defined 
on X, with additive and multiplicative operations assumed to be ordinary 
function addition and direct convolution, respectively. 








168 Eckrorp CoHEN: 


Theorem 2.1. The system R is a commutative ring with identity element 
e(G@). The set S’ of multiplicative functions forms a sub-semigroup of the multi- 
plicative semigroup of R (also with identity e(G)). 

Proof. Tf f,(@), f.(@), and f,(@) are arithmetical functions, it follows that 

fi (fe fs) (f1* fe) * fs p> f(D.) f2(D2) fs(Ds) , 
D, x Dx Dy =G 
where the summation is over all ordered triples D,, D,, D, in X such that 
D, x D, x D,= G. The associative law for multiplication is thus established. 
The other ring properties are immediate. 

To prove the second statement, it suffices to show that if /, € S’, f, € 8’, 
then { € 8S’, where {(@) is defined by (1.1). Certainly, /,(2)) = f.(2,) = 1 
implies that {(Z,) = 1. Suppose now that G = G,xG,, (G,, G,) = Ey. If D, 
E is any pair of groups in X such that D x E = G, then by the Basis Theorem, 
D and E have unique decompositions, D = D, x D,, E = E,x E, such that 
D, x E, = G@,, D,x E,= G,. Hence (D,, D,) = (E,, E,) = Eo, so that by (1.1) 
and the fact that /, and f, are in 4’, 


{(@) eo f(D, x Dy) f2(A, E,) 
D, x BE, =G, 
D, x E,=G, 
> fAlDdfl#z) D> f(D.) f(#:). 
D, x E, =G;, D, x E,=G, 


thus proving the theorem. 
Theorem 2.2. There exists a unique function u(G) satisfying the relation 


(2.1) yy pw(D) = e(@). 


— 


DxE 
This function is multiplicative and is determined by (2.2) below. 

Proof. If there exists such a function, it must be unique, because by (2.1), 
+ I =e; in words, u(G@) is the multiplicative inverse of J(@) in R. But multi- 
plicative inverses in a commutative ring are uniquely determined [6, I, p. 38]. 

We show now that a function is actually determined by (2.1). If there 
exists such a function, then clearly, u(£,) = 1. If P is indecomposable, then 
we must have, with G = P, u(Z,) + u(P) = 0, so that u(P) 1. Moreover, 
it will follow in the same manner that u(P*) = 0, and hence by induction, 
that u(P*) = 0 for all k > 2. Thus if G is the identity group or the power of 
an indecomposable group P, then (2.1) is satisfied, provided 
(—1l (k=1) 
| 0 (k>1)' 
The conditions (2.2) determine a unique multiplicative function u(@), by 
Remark 2.1. This function satisfies (2.1) for all G € X; because, if one places 
(2.3) T(G)= DD p(D), GEX, 

Dx E=G 


(2.2) u(E,)=1, pw(P*) 


( 
then 7'(G) is multiplicative, by Theorem 2.1. But ¢(@) is also multiplicative. 
and therefore, since the relation 

(2.4) T(G) = e(@), 


mn 


Arithmetical Functions of Finite Abelian Groups 169 


holds for groups of the form G = P*, by Remark 2.1 it must be valid for all 
GeEX. 

Corollary 2.2.1. If G has exactly r distinct, indecomposable direct factors, 
then the function u(G) defined by the theorem has the evaluation, 
{(—1)’ tf Gis separable, 


2.5 G 
(2.5) BG) 10 otherwise. 


Remark 2.4. In case G is restricted to J, u(@) reduces to the ordinary 
Mobius function. 

Let U = Xx be a sub-semigroup of X containing ZH, and generated by 
a set of indecomposable groups of X. In particular, U = X if S is the set of all 
indecomposable groups of X, while U = J if S denotes the set of all irreducible 
groups of X. We define the generalized totient ®,(G) to be the number of 
groups in U of order < o(@) and relatively prime to G. Clearly ®y(G) = O(G), 
while ®,(G) reduces to the ordinary Euler ¢-function when G € J. In addition, 
we define the U-grade of G, Ay(G@), to be the total number of groups in U of 
order <= 0(@). Thus Ay(G) = A(G) and A,(G@) = 0(G). 

We deduce now the following evaluation of ®,(@). 

Theorem 2.3. 
(2.6) @,,(G) > wb(D) Ag(Z), 

DxE=G 

where ut (G) is defined to be u(G@) or 0 according as G € U or G ¢ Uz 

Remark 2.5. Since U is generated by indecomposable groups, it follows 
that G,xG,€U = G,€ U,G,€ U. 

Proof. With H, D, K denoting groups of X, H € U, we have by definition of 
® _,(@), e(G), and by Theorem 2.2, 


,(@= SY e(G,H)= x plD). 
e() s o(G) 0(1) Ss 0(G) D x K =(G,H) 
HEU HEU 


In the latter summation, one may replace the relation, Dx K = (G, H), 
by the equivalent relations, DxE=G, DxH,=H. It therefore follows 
by Remarks 2.3 and 2.5 that 


¥ 7 7 ’ ’ 
@,,(G) > pd) » ] > pwd) > ] 
D E=G D H, H D E=G e(D x Hy) Ss o(G@) 
e(H) S o(G) DEU H,€H 
HEU 
, J , , 
y pd) »y l a US er - 
DxE=G e(D) e(H,) Ss o(G@) DxE=G 0(H,) s e( BE) 
DEU H,€U H,€U 


and (2.6) is proved, by the definition of Ay (@). 
Corollary 2.3.1. (U = X). 


(2.7) (G) » p(D) A(z). 
DxE=G 
Corollary 2.3.2. (U = J). 
(2.8) D,(G)= YS w§(D)o(B). 
Dx E=G 


Remark 2.6. The function ®,(G@) is multiplicative, because o € S’, and by 
Theorem 2.2, u¥ € S’; therefore by Theorem 2.1, ®, = uF - o € 8’. 
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We shall need the following estimate due to KENDALL and RANKIN. 
Lemma 2.1. [5, § 8]. For all e > 0, 


(2.9) a(n) = O(n*®) 


In view of the boundedness of u(G@), (Corollary 2.2.1), it follows that 

an estimate similar to (2.9) is valid for the level function »(n) of u(@), 
(2.10) y(n) - u(G). 

o(G)=n 
However, we shall prove that »(n) is in fact bounded. First we deduce a 
connection between y(n) and certain partition functions. For positive integers 
r, let P(r) denote the number of unrestricted partitions of r, H(r) the number 
of partitions of r into an even number of distinct parts, and U(r) the number 
of partitions of r into an odd number of distinct parts, P(0) = E(0) l, 
U (0) = 0. Further, let n > 0 have the canonical factorization n IT pr into 
powers of distinct primes p. 

Theorem 2.4. The functions a(n), y(n) are multiplicative, and 
(2.11) a(n) =TJ1 P(r), v(n)=1T P'(r), 

pn prin 
where P’(r) = E(r) — U(r). 

Proof. By the Basis Theorem, a(n) is multiplicative and a(p") = P(r). 
This proves the first relation in (2.11). To show that »(n) is multiplicative, 
let n = nN, (n,, M2) = 1. Each G appearing in the summation in (2.10), by 
the Basis Theorem, has a unique factorization, G = G, x G, such that 0 (G,) = ,, 
0(G,) = ny. Hence (G,, G,) = Eo, and since u(G)¢€S’ by Theorem 2.2, it 
follows from (2.10) that »(1) = 1, and 

y(n) > wG,xG,) > wG,) 3S pw(Ge) = v(m) (ng). 


e(G,) = m% e(Gy)=n 
e(G,) Ny 


: o(G,) = n, 


To complete the proof, we must show that »(p") = P’(r). But this is a conse- 

quence of (2.5) and the Basis Theorem, applied to (2.10) in case n = p’. 
Corollary 2.4.1. 

(2.12) y(n) = O(1). 

Proof. By the Pentagonal Number Theorem of EvLER and LEGENDRE [4, 
Theorem 358], P’(r) can have no values other than 1, 1, and 0. Hence, by 
(2.11), v(m) can have no other values. This proves (2.12). 

Lemma 2.2. 

P . { 1 (n 1) 

(2.13) ¥* a(d) v(d) = e (n) ; 
Py pane \0 (n 1) 

Proof. We sum both sides of (2.1) over all G of order n. On the left, one 

obtains, since o(G@) € S’ , 
SF De F ph- 5 FM LS 1. 
e(G)=n Dx E=G e(D)e(£E) =n dé=n o(D)=d e(£)=6 
which yields the left side of (2.13). Summing the right member of (2.1) obviously 
leads to e(n), and the lemma is proved. 
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The “‘zeta-function” of X is defined for real values of s > 1 by 


(2.14) SQ- 5 oe FSS, s>1, 
Gex o* (G) oat n* 


(absolute) convergence being assured by Lemma 2.1. 
Theorem 2.5. 
i u(G ~ v(m l 
(2.15) ie ee 1 


Gexy o(@) sat’ Z(s) ’ 


the convergence being absolute for s > 1. 

Proof. This result is a consequence of (2.13), (2.14), and (2.12), on the basis 
of ordinary Dirichlet multiplication. 

Another consequence of Theorem 2.2 is the following analogue of the 
M6bius inversion formula. 

Theorem 2.6, For functions f,(G), f.(@) of R, 

(2.16) 1, (@) >» f(D) =f(@) > pw(D)f, (2). 
DxE=G Dx E=G 

Proof. In the commutative ring R, by (2.1), w+ I = e, so that f, = /,-I= 
= {,* «= f,, which paraphrases (2.16). 

An immediate consequence of (2.16) is 

Corollary 2.6.1. Jf {,(@) is an arbitrary function of R, then there exists a 
uniquely determined function f{,(G) such that the first relation of (2.16) is valid. 

Application of Theorem 2.6 to (2.7) yields 

Corollary 2.6.2. 

(2.17) dy @M(D)=A(@). 
Dx E=G 
This fact can also be verified in a direct manner. 

3. Averages of functions defined on X. For positive integers n and k, 
define a,,.(n) to be the number of abelian groups of order n with indecomposable 
direct factors G, of order p/', p; prime, r; = & for all i, a(n) = a,(n). Letting 
f(s) denote the Riemann zeta-function (s > 1), we have 

Lemma 3.1. ({3], also cf. [5]). If k => 1, then 


(3.1) Z.(s)= YU” — JT Cis), s> 
ea n* Sak k 
the series and product being absolutely convergent for s > *),.. 


On the basis of (2.15), it therefore follows from (3.1) in the case k 1, that 
Lemma 3.2. 


(3.2) Z(s) = IT Cis), by H(@) IT - (is), e>l1. 
rae Gex o(@) b= 


The following estimate for A(z) is due to Erpés and SzEKEREs. 
Lemma 3.3. ({3, § 1)}). 


(3.3) A(x)= ¥) a(n)=ax+O(fx), «=Z,(1). 
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While more refined estimates of A(x) are known [6, I, p. 46], these are of 
a less elementary nature (cf. Remark 6.2). 

Lemma 3.4. 
(3.4) Dd a(n)n'? = O(x3?). 


Proof. By partial summation and (3.3), it follows that 


> a(n)? = » A(n)n'? (1 {1 7 + A(x) ([z] + 1)" 
n r n r n 
o( D =) O (23/2) o( Ps nil) O(a?) , 
—_, wis ae 
from which (3.4) results. 
Theorem 3.1. 
(3.5) ES o(@) =F na(n) = ** + O(23/). 
o(G)s2z n 4 - 


Proof. The first equality follows from the fact that the level function 
of o(G) is na(n). Denoting the sum on the left of (3.5) by S,, one obtains by (3.3) 
and partial summation, 


S, > A(n) + A(x) ([z] + 1) >) A(n) + A(x) (x + O(1)) 
- ty n 4 0; nil?) a a2 4 O (23/2) a (= O()) + ax? + O(a3/2) , 


n> Zz ns 

which proves (3.5). 

By (3.3) and (3.5) we conclude that 

Corollary 3.1.1. The average order of 0(G@) is 2/2. 

The latter result asserts that an abelian group of order < 2 has “‘on the 
average” 2/2 elements. 

Theorem 3.2. 
(3.6) zr A@=- = 
e(G) z 


Proof. The level function of A(G@) is a(n) A(n). Hence, by (3.3) 


> A(@) dy a(n) A(n) =a » na(n) 4 | > nil? a(n)) » 


+ O(a3/2) . 


9 


a 
eG)sz2z nsZ nsz nrs2 


and the Theorem results on the basis of (3.4) and (3.5). 
Let 7(G@) be a function of R, and place 


(3.7) fu(G, x) » xP) evlZ), 
D ee G 


where U has the same significance as in §2. By (2.6), Dy(@) = fy(G, p). 
We define by analogy the generalized divisor function, 


(3.8) o0(@)=f0(G,1)=  op(B). 


In particular, S(G) = oy (@). 
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of Theorem 3.3. If 7(G@) is bounded, then 
‘ 7 y * B, sie 
(3.9) DY tr(G@yx (“Fs ) 22+ O(a) , 
oG)s2z 
where 
‘ —~ ¥(G@) + a,(n) 
3.10 SN) we Sxl) 
Ps Gex o*(@) ssi * 


Remark. The level function a, (n) of 7(@) is O(a(n)) because of the bounded- 
ness of ¥(G@). Therefore the series (3.10) converges, by Lemma 2.1. 

Proof. With the summatory function of fy(G, 7) denoted F(z), it follows 
by (3.6) and the above Remark, that 


F (x) a Dy yz (D) A(z) Dd 4 (D) A(z) 
eG)s2 DxE=G e(D)e(£) s2 


(n = e(D)) 


. ‘ - ‘ a? x? yi? 
Lan) YL A(LE)= JL a,(n)(s5 +9 (sar))> 


o(B) : 


) a*z" y a,(n) O| x 2 >’ a(n) | 
so that by Lemma 2.1, with 0 < ¢ < 1/4, 


F(z) = ¥ &™ 1 O(n at = O(ax3/2) . 
2 yr <g n? ia. Oe 


The first O-term is also O(2x*/?), by Lemma 2.2 with 0<e< 4. Thus the 


theorem is proved. 


Corollary 3.3.1. (7(@) = I(@)). 


27 (9 
(3.11) oy S(G) | at (2) 2 O(x/2) . 
o(G) <2 z 


Corollary 3.3.2. (7(@) = u(@)). 


® 16 / y a? 2 3/2 
(3.12) P(x) wm oO) (sz) * O (23/2) . 


If G EJ, place x(n) = ¥(G@), where n corresponds to G under the isomor- 
phism of J and J* (§ 1). The proof of the following theorem is identical with 
that of Theorem 3.3, except that (3.5) is used in place of (3.6). 

Theorem 3.4. Jf 7(@) is bounded then 
(3.13) Z ta(G, x) = (=E) 2? + O(a), 

eo(G)s2 - 
where 
¥(G) - y(n) 
, a yA yy % 
Ps Ges o*(@) n=1 — 
Note that /) 


¢(2) or ut ¢(2) according as y = J or uy. 
Corollary 3.4.1. (7( (n) 


n) 1). 


(3.14) » 9,(@) = ae + O(29!*). 


eG) sz 
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Corollary 3.4.2. (y(n) = u(n)). 


(3.15) > @,(G) bs O(x3/2) . 


e(G)s2 
4. Applications to density questions in X. Let the set of ordered pairs of 
relatively prime groups in X be denoted by X,. By the notation of § 1, X,(x) 
will denote the number of such pairs whose components are of order < 2. In 
addition, let V(x) denote the number of pairs {G,,G.}¢€X, with o(G,) 
o(G,) x. As in (3.12), (x) will denote the summatory function of ®(@). 


Lemma 4.1. 


(4.1) X,(x) = 2@(x) — V(z). 
Proof. Let G, range through all groups in X of order x and, for each 
such G,, let G, range over all groups of order <= 0(G,) with (G,, G,) = Ey. There 


are ®(x) such pairs {G,, G,}. If this process is repeated with G, and G, inter- 
changed, one obtains 2@(z) pairs in all satisfying o(G,) x, 0(G,) x, 
(G,, G.) = Ey, of which V(x) pairs with o(G,) = 0(G,) are counted twice. 
This proves the lemma. 

Theorem 4.1. 

; ee a? x? ale 
(4.2) X,(x) Z2) O (27/2) . 
Proof. On the basis of (3.12) and (4.1), it suffices to show that V (2) =O(2*/*). 


But by Lemma 2.1, 


(4.3) V (x) Dd Ps l of Bo a*(n)) O(a) +*) 
nsx o(G,) o(G,) t n x 
(G,. Ge) E 
for all e > 0. Taking « 1/2, the theorem is proved. 


Corollary 4.1.1. The asymptotic density 6, of X, is 1/Z(2); moreover, 
0 < 6, < 27/6. 

Proof. The first statement is a consequence of (3.3) and (4.2). The second 
may be inferred from the fact that (by 3.2), Z(2) > ¢(2) = 2?/6. 

In the following, D,, will represent the set of all k-th power groups of X 
and Q, the set of all k-free groups of X (k => 1). If G = H* € D,, we shall write 
H = G"*, Also define 


, fl GEQ) piabsee. 
y(G vE(G 
(4.4) m= Io aeQ) "= lo GED,’ 
\_ [u(@) if GED, 
* (G , 
(4.5) Hx (G) | Oo otherwise 


The following lemma, basic in considering the asymptotic density of Q,., 
is a natural generalization of Theorem 2.2 (k = 1). 
Lemma 4.2. 


(4.6) y’ wy (D) y;,(£) = €(@), 
=G 


— 


» -x(D)= 7 (@). 
D» i=G 


DxE 
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Proof. Any group G of X has a unique representation of the form G= D x E, 
where D € D, and E € Q,. Hence 


Dy yD) (2) = 1(@. 
Dx E=G 


Also, on the basis of Theorem 2.2, 


_ u(DV*)=e(G"*) if GED,, 


u,(D) y;.(E) i ky Elk = Gisk 
. 0 if Gé¢D,, 


, 


D 


but the function on the right is simply e(@). Thus, in the notation of § 2, we 
have y,* yp = 1, uy’ ye = €- In the ring R of convolutions, uw, and y; are 
therefore multiplicative inverses. It follows that y, = J+ u,, and the lemma 
is proved. 
We now consider the number Q,(x) of k-free groups of order S zx 
(Q(x) = Q.(z)). 
Lemma 4.3. 
(4.7) Q,. (x) x v(n)A (=). 
; n 
J 


ns z 


Proof. By Lemma 4.2, 


A(z= LF (4) ZS p,(D) S mw,(D)A(~) 
o(G) <2 o(D) (4) S2 m=o(D)s« we 
> p(D"*)A(=) y. w(@A(~), 
k k( DUR) « nn . n 
n (DU) Sa n=o(G)sVa 
DED, GEXA 


and (4.7) results, because »(n) is, by definition, the level function of u(@). 
Theorem 4.2. If k = 2, then for x = 2, 


| as fO(yx) if k>2, 
(4.8) Qi (2) = Zap 7 \o(yzlogz) if k=2. 


Proof. By (4.7) and (3.3), 


P i: y(n) ( - y(n) 
Q. (x) = aa pa ~ (I a ow 
ns\Vza nsVa 
so that by (2.12), 
j . oy Pin) 2 ( | 
Q).(x) ar Z, nt +. n*| T _— ni) 

n= 1 k k 

n>V2 ns\2 


A 
The first O-term is O(|/x), while the second is O(/x) or O(|//x log x) according 
as k > 2 or k = 2. The theorem follows by Theorem 2.5. 
Corollary 4.2.1. The density d,, of Q,(x), k = 2, is d, = 1/Z(k); moreover, 
0 < d, < 1/C(k). 
Proof. By (4.8), (3.3), and the fact that Z(k) > ¢(k). 
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The preceding theory can be generalized as follows. Let U be defined as in 
§2. A group G will be called (U, k)-free if G possesses no k-th power direct 
factor in U, other than Ey. Let Q,, , denote the set of all (U, k)-free groups and 
Qv,,.(x) the number of such groups of order < x. With slight modifications 
in the definitions (4.4) and (4.5), the following generalization of Lemma 4.3 
is easily proved. 

Lemma 4.4. 

(4.9) Qu,x(z)= SY vB (n)A | < ), 
nV 
where vi; (n) is the level function of ut (G@), (cf. § 2). 

In case U = J, the following analogue of Theorem 4.2 can be proved, with 
p(n) replacing »(n) in the proof. 

Theorem 4.3. If k => 2, then for x => 2 


y_ az , fO(yz) - 
(4.10) @y,x(%) = FH " \O(/x logx) if k 


bo bo 


In particular, 

Corollary 4.3.1. If k > 2, the density of Q,,;. is 1/f(k). 

By a well-known result on k-free numbers [2, p. 328], it follows that the 
(J, k)-free groups of X have the same relative frequency as those of J. 

The result in Theorem 4.2 can in fact be extended to arbitrary (U, k)-free 
groups; however, some minor complications arise in the case k = 2, due to the 
fact that v7 (n) is not, in general bounded. The details are omitted. 

5. The function 9(G). We first consider the average of loge(@) and then 
that of 1/0(@). 

Theorem 5.1. Jf x => 2, then 


(5.1) B(zx) > logo(G) = axrlogr—azx O(Vx log x) : 
o(G)sz 
Proof. We have 
B(x) >» logn >) a(n) logan, 
aS oe 7 
o(G) =n 


so that by partial summation, 


(5.2) B(x) >» A(n) log | 7 - } + A(x) log({[z] + 1)= B, + B,. 


ee 7 


By (3.3) it follows that 


by xy 1 = 1 l 
B, -. A (n) log (1 -—— -) = A(n) (— o(-)) 


ES (an + O(n) (+ + 0 ()) =—az] o( Bs im)» 


2 1/2 
u>Sz mn z mn 


so that 


(5.3) B,=—ax+O0(yzx). 


I 
=I 
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Placing w = w(x) = x— [2], so that for all x >1,O< w <1, it follows 
by (3.3) that 


B, = A(z) log(x + 1— @) A (x) (log x + log (1 ts a 


A(z) (log x 0| ‘)): (ax O(//x)) logz + O(1), 


and hence 
(5.4) B, = ax logz + O(| x log x) 


The theorem results on combining (5.2), (5.3), and (5.4). 
Theorem 5.2. 
- ’ l + a(n) 
5.5 C(x Da 5 log x , 
( (x) ~~. @(G) SS n 5. . 
eG)sa2z *& ns 
where y* is a constant defined by 
co 
56 ay* 
(5.6) yt =a—| 


1 


Rit 
: dt, R(x)=ax—A(z). 
Remark 5.1. The integral in (5.6) converges, because R(x) = O (| x), by (3.3). 
Proof. By mixed partial summation, it follows (since 1/o(@) has level 
function a(n)/n), 
, 4 
Ola yy a(n) A(x) A(t) A(z) Rit) 
(= 2 t? dt x ¢ 
i i 


a logx 
n x 


; R(x) , [ R(t) 


= at. 


alogxr + y*- - 

Zz 
By the above Remark, the third and fourth terms are both 0(1/)/z). This proves 
the theorem. 

Remark 5.2. An evaluation of y* is deduced elsewhere in a paper concerned 
with the function t(@). 

We give some simple applications of the above results. Let F,(x) and F, (2) 
be functions defined for x > 1. Then, on the basis of Lemma 2.2, the following 
inversion formula can be verified easily (cf. [4, 16.5]). 

Lemma 5.1. 


(5.7) F,(z)= D a(n) F, | —} 2F,(z)= » y(n) Fy | =} . 
ns2 mn nsx n 
Theorem 5.3. 
(5.8) By y(n) O(1), x v(n) log x O(1). 
nz n nr~sSz n % 


Proof. Apply (5.7) to the second part of (1.4) with F(x) = A(z), F,(x) = 1, 
to obtain 


(5.9) Dd v(n) A { = ) i 


as 
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Applications of (3.3) yields, by (2.12), 


— ie | 
n <f n n 


l=az > “) Olvyx » an yy 7) O(x), 
nsx n 
and the first relation in (5.8) results, because « > 0. 
To prove the second formula, we apply (5.7) with F(x) = xC (x), Fy(x)= 2, 
obtaining by (5.5) and (2.12), 


: = zvn(z hin ax r y*a Vz 
7 pa ie : . i 2 v(m) | ; log n = O(ua)) 


n<2 ns 
yy »(n) Ef * yy »(”) a l 
ax log y* x O|V/x i. 
wn wi “ae ‘: Pa. a ~. we 
But the last two terms are O(x), in view of the first relation in (5.8), and the 
second relation follows since « > 0. 
Lemma 5.2. There is a unique function A(@) such that 
(5.10) log 0 (@) » A(D); 
DxE=G 
moreover 


{log o( P) if G P*, P indecomposable, k 1, 


(5.11) A(G 
(4) \0 otherwise . 


Proof. The existence and uniqueness of A (G@) are ensured by Corollary 2.6.1. 
That (5.10) is satisfied by (5.11) can be easily verified by the additivity of the 
logarithm, the Basis Theorem, and the fact that o0(G) is totally multiplicative. 

Define ¥/(2) to be the summatory function of A(@), 

(5.12) Y (x) > AG). 
o(G)<z 

Theorem 5.4. There exist positive constants c, and c, such that for all x, 
(5.13) 6.2 < F(z) <¢,2. 

Proof. If the summation in (5.12) is restricted to groups of J, then under 
the isomorphism J =~ J*, Y(z) becomes the summatory function w(x) of 
Chebyshev’s function A(n). Hence ¥ (2) y(x), and the first inequality 
in (5.13) follows from the fact that w(x) > cx, for a positive constant c ((4], 
(22.2.1)). 

It remains to show that ¥/(x) = O(x). By Theorem 2.6 and (5.10), 

(5.14) A(G) > p(D) logo(£). 
DxE=G 
Hence by (5.12) and the definition of B(x) in (5.1), 


(5.15) W (x) SY  p(D)loge(£E) = XS v(n) B(*). 
e(D) e( BE) r n L " 


(n=e(D)) 
We apply (5.1) with the O-term replaced by O(x'/2**), where 0 < e < 1/2. From 
(5.15) and (2.12) one obtains 


as n n oe 7 n 


Vi2z)=azr > tw log —azx ¥ 2 mw O(ah+ —_ ). 


1e 
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By virtue of Theorem 5.3, all terms on the right are O(x), and (5.13) is proved. 

Remark 5.3. The estimate, (x) = O(x), is in fact equivalent to known 
(elementary) results concerning the distribution of the powers of ordinary 
primes. The above direct proof may, however, be of didactic interest in 
indicating how certain techniques of elementary prime number theory can be 
extended to abelian groups. 

6. A sharper estimate for Q(x). As in §4, Q(x) = Q,(x) will denote the 
number of groups in X of order <= 2 whose indecomposable factors are distinct 
(i.e., the separable groups of X). The discussion of Q(x) in this section is 
entirely independent of that of § 4. 

We shall use the following notation. Let ¢(n) denote the number of separable 
abelian groups of order n and let q,(n) denote the number of abelian groups of 
; odd, 
r,=t=2e+1 (e= 0). Also let P,(n) denote the number of partitions of 
n into odd parts t, P,(0) l. 

Lemma 6.1. For all n = 1, 


order n whose indecomposable factors G, are of order p’', p, prime, r 
t i t 


(6.1) q(n) = qo(”) . 


Proof. Obviously q(1) = qo(1) = 1. By the Basis Theorem, q(n) and q,(n) 
are both multiplicative as functions of n. Moreover, if p" > 1, p prime, then 
do(p") = Po(r), 7(p") = Q(r), where Q,(n) denotes the number of partitions 
of n into distinct parts. The lemma results from the fact that Py(n) = Qo(n), 
[4, Theorem 344], and Remark 2.1. 

Lemma 6.2. IJ} e is a non-negative integer and t = 2e + 1, then 


x : : 
7) ae 1 %(n) *1(9; ; 
(6.2) F,(s)= ITE((2) + 1)s), s> Vet, 
n l j e 
the series and product being (absolutely) convergent for s > 1/t. 
Remark 6.1. If the series converges, the convergence must be absolute, 
because the g,(n) are non-negative, by definition. 
Le 5 : 
Proof. The convergence of the product is a consequence of Lemma 3.1. 
We observe [4, §§ 19.3, 19.4] that P,(n) has the generating function, 


1 
l 


l Fa a+?) (1 gt")... 


IT (1 — 2?4+1) 
bind 

By the Basis Theorem, q,(n) is multiplicative, and q,(p”") = P,(m), p prime. 
Hence, by the elements of the theory of Euler factorization of series [4, Theo- 
rem 280 and §17.4] and the rules for rearranging absolutely convergent 
products, one obtains, provided the series in (6.2) converges, 


2 q. (n) IT | ~~ qe(p*) IT \ P.(k) 
n=. * p \K=0 p** p\k-0 P* 
=j x 


I1( IT (1 —p *@s+0)) TIT p~*@i+))) 2 
P 4 e 7 € Pp 


Math. Ann. 142 13 
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from which (6.2) results. The absolute convergence of the product validates 
the steps of the proof and ensures the convergence of the series for s > 1/t. 
The proof is complete. 

In particular, if e = 0, it follows by Lemma 6.1 that 

Lemma 6.3. 
(6.3) F(s) = F,(s) pn IT £((2j + 1)s), s>l. 
1 0 


n } 


We also note the case ¢ 1 of (6.2), 


> 7 sy oa ¢ : Se ° Z.(8) 
6.4 F.(s yy a) f((2j + 1)s a\6) s>1/3. 
(6.4) = 2. ATE(2) 9) - a : 


The following convolution relations follow from (6.3) and (6.4), by the 
Dirichlet product. 

Lemma 6.4. 
(6.5) q(n) By (0), G(n) 


dé 


Zz, qo(0) . 
Pi=n 
Lemma 6.5. 


(6.6) B, (x) Pi q, (n) O(| #)\. 
Proof. By (6.5), since Jo (n) 0 
[xt | 


Tam)= JF (6) = F a(6)|2,|-O(yz > We). 


i/3 | 1/3 
n Pbi<2 b<2 Lo } n 


But the summation in the O-expression is O(1), because the series in (6.2) 
corresponding to e = 2 converges for s > 1/5. 
We now prove the main result of this section. 
Theorem 6.1. 
(6.7) Q (2) Xx O(V/ x), oy F,(1) Z2) * 
Proof. By (6.5), 


Q(z) = Yq(n)= Y a (d) Fn) [5] » a(n) (=~ + O(1)), 


nsx dé<z é n L n 


from which it follows, since q, (7) 0, 


7 r .y alr) . 
(6.8) Q(x) ra O(B,(2)). 


But by (6.4) with s = 1, 


(6.9) yo) _pay+o( y 2M), 
— n . i n 


n r it 


Applying partial summation and Lemma 6.5, one obtains 
yy %(n) y B,(n) __ B,(2) ols l o( l ) 
l Ja. 


sce S n(n + 1) [x] +4 - we 
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and since both O-terms are O(a~?/%), it follows from (6.9) that 


(6.10) yy HM) _ 0 1 ). 
gts 


The theorem results on combining (6.6), (6.8), and (6.10). 


While the use of partitions clarifies the background of the theorem, the 
fundamental relation (6.3), and hence the theorem itself, could have been 
deduced on the basis of Lemma 4.2 with k = 2. We indicate briefly how this 
approach can be employed to obtain a reduction in the remainder term of 
(4.10), in the case k = 2, corresponding to that obtained in the theorem. 


Let us call G € X J-separable if the completely reducible direct factor of 
maximum order of G is separable. Let y,(@) be defined to be 1 or 0 according 
as G is or is not J-separable. Analogous to (4.6), one can show that 


(6.11) > pw(D)=y,(4). 
Dp E G 
Ded 
Let q,(n) represent the level function of y,(@), that is, g,(m) is the number 
of J-separable groups in X of order n. Summing (6.11) over all G of order n, 
it follows easily, on the basis of the isomorphism of J and J*, that 
(6.12) qj(n) s’ f(d) a(e) , 


— 
de n 


from which one obtains, by Dirichlet multiplication, 


(6.13) 5 =) f(s) IT f(és) , s>l. 


n* £(28) 


Let now Q,(x) = Q,,.(x) denote the number of J-separable groups of 
order x. The argument of the preceding proof, modified slightly so as to 
accommodate (6.13) in place of (6.3), yields the following result. 


Theorem 6.2. 
(6.14) Q,(a) = aja +O(Vx), a 


The details are omitted. 


Remark 6.2. We observe that other results of this paper are capable of 
refinement, at the expense, however, of applying more complicated methods 
or appealing to theorems of a deeper nature. For example, if the Prime Number 
Theorem is assumed, it is easy to show that Theorem 5.4 can be sharpened to 
the form Y’(x) ~ x. Moreover, the estimate for A(x) used in this paper 
(Lemma 3.3) can be refined to A(x) = ax + &'’ x#/2+ O(x" log x), on the basis 
of the Euler-Maclaurin summation formula. However, an evaluation of the 
constant «’ involves consideration of €(s) for values of s 1 (cf. [5]). 

13* 
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Correction to 


On the solution of simultaneous first order 
implicit differential equations 
Math. Ann. 137, 9—16 (1959) 
By 


Smpat ABIAN and ArtTHuR B. Brown in Flushing N. Y. 


Appraisal (45) on page 15 for Q,(x) must be modified since, as Prof. W. 
J. Cotes of The University of Utah pointed out, Lemma 4 was applied incor- 
rectly on line 6 of page 16. This is because the identification of the right side 
of (47) with the first line of (26) requires that - (b,) = c,, so that (45) is 
proved only for the special case that c;= 0(i = 1,...,). However, the main 
conclusion (first sentence) of Theorem 4, as well as appraisal (46) for Q,(2), 
remain valid, since their proofs were given correctly. (In (46) the left bracket 
symbol and the X' symbol should be interchanged.) 

The correction is accomplished by adding to the right side of (45) the term 


+ |x—a| max }’ A,, |c,|, and replacing, on page 16, lines 6, 7, 8 and the first 
i j 
half of line 9 by the ese ‘“‘which, by (15) and (44), 
s Z| 4 is J P| (t, b,c) dt + B,,\F;(2, be) —a| : 
and, by Lemma 3, (30) and (33), we infer that (45) as modified is correct.” 
We observe also that (46) is true regardless of the choice of Y,(z; 1), 


providing (10) are satisfied, since the proof of (46) makes no reference to (44). 


(Received July 22, 1960) 
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Uber Gruppen mit einem invarianten System 
involutorischer Erzeugender, in welchem der Satz 
von den drei Spiegelungen gilt. Ill 
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Im folgenden werden die in [9] begonnenen Untersuchungen fortgesetzt. 
Wir betrachten Gruppen mit einem invarianten Erzeugendensystem, welches 
nur involutorische Elemente enthalt und in welchem der allgemeine Satz von 
den drei Spiegelungen gilt. Die Aussage dieses Satzes bezeichnen wir in gruppen- 
theoretischer Formulierung als Axiom 8 und nennen jede Gruppe, die in bezug 
auf ein nur aus involutorischen Elementen bestehendes Erzeugendensystem @ 
Axiom § geniigt, eine G-erzeugte S-Gruppe, kurz eine S-Gruppe (§ 1.1). 

In einer G-erzeugten S-Gruppe kann man die Elemente von © zu Biischeln 


zusammenfassen, von denen je zwei verschiedene héchstens ein Element ge- 
meinsam haben. Jeder G-erzeugten S-Gruppe laBt sich dann eine Gruppenebene 
zuordnen, deren Punkte die Biischel und deren Geraden die Elemente von © 


sind. Inzidenz, Orthogonalitét und Bewegungen lassen sich fiir die Gruppenebene 
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in natiirlicher Weise definieren. Zwei Punkte der Gruppenebene sind i. a. nicht 
durch eine Gerade verbindbar; existiert aber eine Verbindungsgerade zweier 
verschiedener Punkte, so ist sie eindeutig bestimmt. Besondere Bedeutung 
haben die eigentlichen Punkte der Gruppenebene, welche mit allen Punkten 
verbindbar sind. 

In [9] wurden mit Ausnahme einer gewissen Klasse alle diejenigen S-Gruppen 
untersucht, fiir welche die Gruppenebene mindestens einen eigentlichen Punkt 
enthalt. Als Erginzung zu [9] ordnen wir hier zunachst die S-Gruppen der 
Ausnahmeklasse systematisch in die Ergebnisse von [9] ein (§ 2.3). 

Als Verallgemeinerung des Begriffes eines eigentlichen Punktes fassen wir 
hier neu den Begriff eines quasi-eigentlichen Punktes (vgl. § 2.1) und zeigen, 
daB zwei quasi-eigentliche Punkte stets verbindbar sind (§ 3). 

Im Mittelpunkt dieser Arbeit steht dann die Betrachtung der S-Gruppen, 
deren Gruppenebene quasi-eigentliche Punkte enthalten, welche nicht eigentlich 
sind und nicht mit zwei zueinander senkrechten Geraden inzidieren. Solche 
quasi-eigentliche Punkte nennen wir Enden, da sie entsprechende Eigenschaften 
wie die Enden in der hyperbolischen Geometrie haben: Zwei Enden sind stets 
verbindbar (da sie quasi-eigentlich sind), und eine Gerade kann héchstens 
zwei verschiedenen Enden angehéren (§ 4). 

Fiir die S-Gruppen mit Enden zeigen wir, daB ihr Zentrum nur aus dem 
EKinselement besteht, daB sich jedes ihrer Elemente als Produkt zweier 
involutorischer Elemente darstellen laBt (daB also die Gruppe zweispiegelig ist) 
und daB die Menge der zu einer Geraden senkrechten Geraden stets ein Biischel 
ist (§ 5 und § 6). 

Zum SchluB stellen wir die Beziehungen der S-Gruppen mit Enden zu den 
H-Gruppen her, wie sie in [1], § 11 definiert werden (§ 7). Zunachst zeigen wir, 
daB jede H-Gruppe eine S-Gruppe mit Enden ist. Jedoch ist nicht jede S-Gruppe 
mit Enden eine H-Gruppe. Mehr noch: Es gibt S-Gruppen mit Enden, welche 
keine H-Gruppe als Untergruppe besitzen. In §7.2 geben wir hinreichende 
Bedingungen dafiir an, daB eine S-Gruppe mit Enden eine H-Gruppe als 
Untergruppe enthalt. Hieraus leiten wir vier zueinander aquivalente For- 
derungen her, die notwendig und hinreichend dafiir sind, daB die S-Gruppe mit 
Enden selbst eine H-Gruppe ist. In diesem Falle ist dann nach [1], § 11 die 
S-Gruppe zu einer eigentlich-orthogonalen Gruppe O03; (K, /f) [Char. K + 2; 
f nicht nullteilig und vom Rang 3] isomorph. 

Als ein Nebenresultat unserer Untersuchungen kénnen wir eine Fassung des 
Axiomensystems fiir eine H-Gruppe formulieren, welche gegeniiber der in [1], 
§ 11 angegebenen Fassung stark reduziert ist; wir erhalten sie, indem wir eine 
der vorher erwahnten vier Forderungen zu dem Axiomensystem einer S-Gruppe 
mit Enden hinzufiigen. 


§ 1. Das grundlegende Axiomensystem 
1. Axiomensystem und erste Folgerungen. 
Grundannahme: Es seien eine Gruppe © und ein nur aus involutorischen 
Elementen bestehendes Erzeugendensystem © von © gegeben. 
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Die Gruppe © nennen wir eine @-erzeugte Gruppe. 

Die Elemente von © bezeichnen wir mit kleinen griechischen und die 
Elemente von © mit kleinen lateinischen Buchstaben. M sei die Menge der 
Elemente ab mit a + b. xinv bedeutet: « ist involutorisch. 

Axiom 8. Aus az, ay, azinv fiir a €M folgt xyz € S. 

Wir nennen eine @-erzeugte Gruppe, welche Axiom § erfiillt, eine G-er- 
zeugte S-Gruppe oder kurz eine S-Gruppe. 

Definition: Ist « ein Element aus M, so heiBt die Gesamtheit der s mit 
as inv ein Biischel, bezeichnet mit G(a). Ist B ein Element aus G, so bezeichnet 
G (a) die Menge der Elemente x° = B-'x B fiir x aus G(a). 

Wie in [9] bewiesen, gelten fiir eine G-erzeugte S-Gruppe folgende Satze: 
Satz 1. Ist abc inv, so ist abc € ©. 

Folgerung: Es gilt b*< © fiir alle « ¢ G, d. h. S ist ein invarianter Komplex. 


Satz 2. Aus ax, ay, xyz inv fiir «€ M und x + y folgt az inv. 
Satz 3. Aus a+b und a,b € G(a«) folgt G(«) = G(ab). 

Satz 4. Aus a+b und a,b € G(a), G(B) folgt G(a) = G(£). 
Satz 5. Aus a,b,c €¢ G(a«) folgt abc € G(a). 


Satz 6. Es gilt G(a)* = G(a*) fiir alle a € ©, insbesondere ist G(a)* ein 
Biischel. 

Folgerung: Es gilt G(a«)’ = G(a*), insbesondere ist G(a«)’ ein Biischel. 

Satz 7. Sei b ¢ G(a), dann ist b*¢ G(x) gleichbedeutend damit, daB a € G(a) 
oder ab involutorisch ist. 

Satz 8. G(a)* = G(a) ist gleichbedeutend damit, dap a ¢ G(a) oder a ¢ G(a) 
und xa inv fiir alle x mit x € G(a) gilt. 

Lemma 1. Sei ab = ba und ac = ca, dann ist bc = cb gleichbedeutend mit 
abe = cba. 


Lemma 2. Ist abc inv und a” = a’, so gilt (bc)? = 1. 


2. Gruppenebene, Bewegungen und Spiegelungen der Gruppenebene. Einer 
G-erzeugten S-Gruppe © ordnet man, wie gewohnt, in folgender Weise eine 
Gruppenebene zu: Die Elemente des Erzeugendensystems © heiBen Geraden, 
die Biischel Punkte und eine Gerade g mit einem Punkt P inzident, wenn g dem 
Biischel P angehért. Zwei Geraden g, h heiBen zueinander senkrecht, wenn gh 
involutorisch ist. Eine Verbindungsgerade zweier verschiedener Punkte braucht 
nicht zu existieren; ist aber eine vorhanden, so ist sie nach Satz 4 eindeutig 
bestimmt. Jeder Punkt inzidiert mindestens mit zwei verschiedenen Geraden. 
Die Abbildung * mit 


a*=2°; G(a)* = G(a)?’ 


ist nach Satz 1, Folgerung und Satz 6, Folgerung eine eineindeutige Abbildung 
der Menge der Geraden und der Menge der Punkte der Gruppenebene je auf 
sich, bei der die Inzidenz und das Senkrechtstehen erhalten bleibt. Wir nen- 
nen * eine Bewegung der Gruppenebene, und insbesondere eine Spiegelung an 
der Geraden g, wenn f = g ist. Wie in [9] gezeigt, laBt die Spiegelung an der Ge- 
raden g alle Punkte auf g fest. Axiom S 1a4Bt sich dann als allgemeiner Satz 
von den drei Spiegelungen interpretieren. 
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Die Bewegungen der Gruppenebene der S-Gruppe G bilden eine Gruppe G*, 
die zu der Faktorgruppe G/§ von G nach ihrem Zentrum § isomorph ist. G* 
heiBt die Bewegungsgruppe der Gruppenebene. 

3. Entartungsfille der Gruppenebene und Axiom D*. Vom geometrischen 
Standpunkt aus sind eine Reihe von S-Gruppen uninteressant, nimlich alle 
die S-Gruppen, deren Gruppenebene £ einer der nachstehenden Fille angehért : 

El. E besteht aus einer Geraden. 

E2. E besteht aus einem Punkt und den Geraden durch den Punkt (wobei 
natiirlich mindestens zwei Geraden durch den Punkt gehen). 

E3. E£ enthalt einen Punkt P und eine nicht mit P inzidierende Gerade g 
mit der Eigenschaft, daB alle von g verschiedenen Geraden mit P und alle 
von P verschiedenen Punkte mit g inzidieren. (Die Geraden durch P stehen 
dabei alle auf g senkrecht.) 

E4. E enthalt zwei Punkte, so daB jede Gerade mit einem der beiden 
Punkte inzidiert und zu jeder Geraden durch den anderen Punkt senkrecht ist. 

Ein Spezialfall von E3 ist der Fall, daB E aus einem Polardreiseit, d. h. aus 
drei Geraden besteht, die nicht im Biischel liegen und paarweise aufeinander 
senkrecht stehen. 

Fiir jeden der genannten Entartungsfalle (auch fiir den Fall, daB 2 nur aus 
einem Polardreiseit besteht) lassen sich leicht Beispiele von S-Gruppen an- 
geben, deren Gruppenebene E die entsprechenden Eigenschaften haben (man 
vgl. hierzu die in § 8 angegebenen Beispiele). 

Alle diese Entartungsfille werden durch das folgende Axiom ausge- 
schlossen : 

Axiom D*. Es gibt Elemente uy, Ug, Us, deren Produkte u;u,u, fiir ver- 
schiedene Permutationen i, k,l von 1, 2, 3 voneinander verschieden sind. 

In der Gruppenebene bedeutet Axiom D*, daB es ein Dreiseit gibt, dessen 
Seiten nicht im Biischel liegen und fiir 


Y 


welches keine zwei Seiten aufeinander “ 
senkrecht stehen. Axiom D* ist aquivalent y | Nyt w 
mit der Aussage, die in [9] als Axiom D* Nv \ 
bezeichnet wurde: x ee 
Lemma 3. Genau dann gilt fiir eine S- u i 





Gruppe Axiom D*, wenn es ein nicht invo- 
PI 
lutorisches Element y aus M und ein u mit 
/ 4 L 
=v 
apt ay ayal ’ 
y+ y, py! gibt. 
Beweis: (a) Es mége Axiom D* gelten. 
Seien u,, Uo, U, die Elemente aus Axiom 
1» Ug, Us 





D* und y = u,u, und u= us. Dann gilt Fe. 


Uy Ugly + Ugt, Uy, also U, Ug + Ugt,, und 


damit ist y ein nicht involutorisches Element aus M. Ferner gilt aber auch 
y™ (Uy Ug)"* + Uy Uy y und yy“ + Ugt, = Y 1 da Uy, Ug ts + Ug Uy Uy, Ug Uy Uy ist. 

(b) Es mége ein nicht involutorisches Element y = vw aus M und ein u 
mit y“ + y, y~' geben. Es geniigt zu zeigen, daB es u,, uy, Us Mit Uy Uy Uy + Uy Uy My 


und U, Uy + Uy Uy; Uy Uy + Ug Uy; Ug Uy + Uy Uy gibt. Fir wu, v, w gilt nun www + vw, 
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wvu und vw + we. AuBerdem kann nicht gleichzeitig uv = vu und uw = wu 
gelten, da sonst www = vuw = vwu gelten wiirde. O.B.d.A. kénnen wir an- 
nehmen, daB uv + vu ist. Gilt auch ww + wu, so kénnen wir u, = u, uy = 2, 
U, = w setzen. Sei also uw = wu und wu’ = v*. Dann gilt u’ vw + wew' (anderen- 
falls ware u’ow 1, also vwinv, oder u’=v“¢€G(vw) und damit wegen 
w,v € G(vw)": G(vw)" = G(vw), was Satz 8. Folgerung, widerspricht) und 


u'w wu’ (sonst ware wegen w w':vw wv). Im Falle u’v + vu’ kénnen 


wir u, v, Uy = v", Us = w setzen. Sei also u'v vu’ und v’ = v”. Wie eben fiir 
u', v, w sieht man ein: u’v'w + we'u’; uw + wu; v' w+ we’. Ferner gilt aber 
auch u’v’ + v'u’, da sonst wegen v + v’ und w’ ¢ G(vv’) und G(v'v)" G(v' v), 


also nach Satz 8 xu'inv fiir alle x aus G(v'v), wu'inv gilt, im Widerspruch 
zum eben Bewiesenen. Also erfiillen u’ = v“, v' = v”, w die Bedingungen von 
Axiom D*. 

Nach [9], Satz 16, dessen Beweis fiir die S-Gruppe allein die Giiltigkeit von 
Axiom D* voraussetzte, gilt: 

Satz 9. In der Gruppenebene einer S-Gruppe © gibt es héchstens eine 
Gerade, die auf allen anderen Geraden senkrecht steht, wenn Axiom D* fiir & gilt. 

4. Die Menge der zu einer Geraden senkrechten Geraden. Wir bezeichnen 
die Menge der zu einer Geraden g senkrechten Geraden mit G, und zeigen 

Satz 10. Aus a,b ©€G, folgt abg inv oder G(ab) c G,. 

Denn ist a = b, so ist abg = ginv und ist a + 5, so gilt G(ab)’ = G((ab)”) 

G(a%b°) = G(ab) und damit nach Satz 8 g ¢ G(ab), also abginv oder xginv 
fiir alle x mit 2 ¢ G(ab), also G(ab) Cc G,. 

Satz 11. Gilt Axiom D* fiir die S-Gruppe, so gilt fiir jede Menge G, 
eine der folgenden Aussagen: 

G1. G, ist leer. 

G2. G, ist nicht leer und in einem Biischel enthalten, aber selbst kein Biischel. 

+3. G, ist ein Biischel. 

G4. G, enthilt mindestens zwei verschiedene Biischel, aber nicht alle 
Geraden + q. 

G5. G, enthilt alle Geraden + g. 


, ge nau 


U 


Beweis: Ist G, nicht leer, so besteht die Alternative: 


(a) abe ist involutorisch fiir alle a, b, c aus G,. 


ul 


(b) Es gibt in G, Elemente a, b, c, fiir die abe nicht involutorisch ist. 
Im Falle (a) ist die Menge G, 
gilt G2 oder G3, wobei das ,,oder*‘ hier ausschlieBend gemeint ist. Im Falle (b) 
sind die Elemente a, b, c und die Biischel G(ab), G(ac), G(bc) voneinander ver- 


, ersichtlich in einem Biischel enthalten, also 


schieden. g gehért héchstens einem dieser Biischel an, denn ware z. B. g ¢G(ab), 
G(ac), so folgte nach Satz 4 g = a, im Widerspruch zu gainv. O.B.d.A. kann 
g ¢ G(ab), G(ac), also abg, acg nicht inv angenommen werden. Nach Satz 10 
ergibt sich dann G(ab), G(ac) C G,, und fiir die Menge G, gilt G4 oder G5 
(,,oder*‘ ist auch hier ausschlieBend gemeint). Da sich die Falle G1, G2, G3, G4 
gegenseitig nach Definition ausschlieBen, desgleichen die Falle G4 und G5, und 
da G5 die Fille G1, G2, G3 nach Axiom D* ausschlieBt, ist Satz 11 voll- 
standig bewiesen. 
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Zu Satz 11 bemerken wir, daB jeder der Fille G1—G5 bei geeignet aus- 
gewahlten S-Gruppen vorkommt, und zwar auch bei S-Gruppen, deren 
Gruppenebene nicht ausgeartet ist. Man durchmustere hierzu die in § 8 an- 
gegebenen Beispiele von S-Gruppen. 

Wir fiihren hier gleich zwei spaiter verwendete Lemmata an: 

Lemma 4. Sei o ein involutorisches Element aus M und g = co. Dann gilt 
G(o)= G, 

Beweis: x € G(o) ist gleichbedeutend mit ox = gzinv, also mit 2 € G,. 

Lemma 5. Ist ¢=ab involutorisch und ist G(ab) in einer Menge G, ent- 
halten, so isto = g und G(a) = G,. 

Beweis: Aus ab, ag, bginv ergibt sich nach Lemma | abg = 1, da abginv auf 
g€G(ab), also auf g ¢G, fiihrte. Mithin ist o = g und damit nach Lemma 4 
G (oa) = 

5. Direkte Produkte von S-Gruppen. Ist © eine G-erzeugte Gruppe und G’ 
eine G’-erzeugte Gruppe, so bezeichnen wir mit © x G’ wie iiblich das direkte 
Produkt der Gruppen G und G’ und mit © x @’ die Menge der Paare (a, a’) 
mit a € G@ und a’ € G’. 
(1, a’) mit a ¢ SG und a’ € SG’, wenn 1 und 1’ die Einselemente von G und G’ 


Ferner sei © o G@’ die Menge der Paare (a, 1’) und 


bezeichnen. Es gilt dann: 

Sat z 12. Seien G eine G-erzeugte und G' eine G'-erzeugte S-Gruppe. Ent- 
hilt G bzew. G' kein involutorisches Produkt von zwei Elementen aus ©G bzw. G’, 
so ist © x G’ eine S oO G'-erzeugte S-Gruppe. 

Beweis: Wir setzen G=GxG’' und G@=GoG’. DaB die Grund- 


annahme aus § | fiir G, © gilt, ist klar. 

Wir iiberlegen nun die Giiltigkeit von Axiom S fiir G, G. Sei M die Menge 
der von der Identitat verschiedenen Produkte zweier Elemente aus © und 
M’, M die entsprechenden Mengen fiir G’ bzw. G. Fiir Z aus M bestehen dann 
folzende Mdglichkeiten: 1. % = (1, «’) mit «’ € M’; 2. KR = («, 1’) mit « € M; 


3. % = (a, a’) mit a € S und a’ € G’. Sei nun F ein Element von ©, dann gilt 
entweder ¥ = (x, 1) mit x € @ oder ¥= (1, x’) mit x’ ¢ G’. Damit folgt aus 


az inv fiir % € M: 
a) Fiir & = (1, «’); = (x, 1’): &’ inv und @’ € M’. 
b) Fir & = (1, a’); = (1, 2’): &’ 2’ inv. 
ce) Fir % = (a, 1’); = (z, 1’): ezinv. 
d) Fir & = («, 1’); = (1, 2’): winv und « € M. 
e) Fiir % = (a, a’); * 1’): axinv oder a = xz. 
f) Fiir & = (a, a’); x’): a’ 2’ inv oder a’ = 2’. 


Da die Mengen M und M ri sin involutorisches Produkt enthalten, sind die 
Fille a) und d) unméglich, und im Falle e) bzw. f) muB a= x bzw. a’ = 2’ 
gelten. 

Damit folgt Axiom §S fiir das Paar G, @ entweder aus der Giiltigkeit von 
Axiom § fiir G, © [im Falle c)] oder aus der Giiltigkeit von Axiom S§ fiir ©’, ©’ 
{im Falle b)] oder aber direkt [im Falle e) und f)]. Damit ist Satz 12 bewiesen. 

6. S-Gruppen mit von der Identitit verschiedenem Zentrum. Unter den 
S-Gruppen nehmen diejenigen eine Sonderstellung ein, deren Zentrum § nicht 
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nur aus dem Einselement besteht. Sie lassen sich nicht als Untergruppe einer 
orthogonalen Gruppe darstellen. Erst die Faktorgruppe einer solchen S-Gruppe 
@ nach ihrem Zentrum § hat i. a. Eigenschaften, wie man sie von den ortho- 
gonalen Gruppen kennt. Wir wollen daher die Beziehungen dieser S-Gruppen © 
zu ihren Faktorgruppen G/8 genauer studieren. 

Wir nennen eine Gruppe G* mit einem Erzeugendensystem @*, welches nur 
involutorische Elemente und das Einselement enthalt, eine G*-erzeugte S*- 
Gruppe, wenn fiir sie — in den Bezeichnungen von 1 — das folgende Axiom gilt: 

Axiom S*. Aus ax, ay, az € G* fiira cM folgt xyz « S*. 

Ist G eine G-erzeugte S-Gruppe und erginzt man © durch das Einselement 
zu einem Erzeugendensystem @* von G, so ist G i.a. keine @*-erzeugte S*- 
Gruppe. Ersetzt man jedoch @* in Axiom S* durch ©, so ist die entstehende 
Aussage eine unmittelbare Folge von Axiom S. Wir zeigen nun: 

Satz 13. Sei G eine G-erzeugte S-Gruppe, deren Zentrum 8 ein Element z’ 
aus © enthilt, ferner ©* die Faktorgruppe von © nach der von z' erzeugten zykli- 
schen Gruppe 8’ der Ordnung 2 und G* die Menge der Restklassen a’ mit a € ©. 
Dann ist ©* eine G*-erzeugte S*-Gruppe. 

Beweis: Die Menge @* enthalt nur involutorische Elemente und das Eins- 
element (nimlich z’8’= 8’) und ist offenbar ein Erzeugendensystem der 
Gruppe 6*. 

Fiir den Nachweis von Axiom §* kénnen wir sofort feststellen, daB die 
Menge IN* der von der Identitaét verschiedenen Produkte zweier Elemente 
von ©@* die Restklassen ab’ mit ab + z’, 1’ sind. Aus (a@b8’) (#8’) € G* folgt 
entweder abx = u € © oder abx = uz’, also abxinv oder abx = 1. Aus den 
Voraussetzungen von Axiom §S*: (ab28’), (aby8’), (abz8’) « G* folgt damit: 


abxinv oder aba=1; abyinv oder aby=1; abzinv oder abz=1 


Wir untersuchen nun die einzelnen Méglichkeiten. 

1. Alle Produkte ab x, ab y, abz sind involutorisch. Dann gilt nach Axiom § 
xyz € ©, also (x8’) (yB’) (2B’) = (xyz8’) € S*. 

2. Mindestens zwei der Produkte abx, aby, abz sind gleich 1. Dann sind 
mindestens zwei der Elemente x, y, z gleich, und nach Satz 1 ist xyz € ©, also 
xryz8’ € S*. 

3. Genau eines der Produkte abz, aby, abz ist gleich 1. O.B.d.A. kann 
abx=1 angenommen werden. Dann ist wegen ab+2':abz'inv, also 
abz’=ué© und somit x= 2’u. Aus abu= xu, aby, abzinv folgt nach 
Axiom S wuyz¢@, also 2’xyz¢G, also 2’ ryz8! = x2’ y2z8! = ry2'z8’ 

xyz2'8' = xyz’ € S*. 

Von Satz 13 gilt folgende Umkehrung: 

Satz 14. Seiten eine G*-erzeugte S*-Gruppe ©* und die zyklische Gruppe 
82 von der Ordnung 2 samt dem Erzeugendensystem ©, gegeben, welches nur das 
vom Einselement 1’ der Gruppe 8, verschiedene Element z’ enthilt. Enthilt S* alle 
involutorischen Elemente von ©*, so ist G = G* x B, eine S* x G,-erzeugte S- 
Gruppe und das Zentrum von & enthilt mindestens ein Element von SG = G* x Gy. 
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Beweis: Die Gruppe © enthalt die Paare («,z’) und (a, 1’) mit « € G. 


Nach Voraussetzung laBt sich « in der Form a,a,...a,, darstellen. Dann ist 
(a, 2’) = (a,, 2’)... (@q, 2’) (1, 2’) oder (a, 2’) = (a,, 2’) (a, 2’)... (a,, 2’) und 
(x, 1’) = (a), 2’)... (@,, 2’) oder (a, 1") = (a,, 2’) (ag, 2’) « . . (a, 2’) (1, 2’), je nach- 


dem, ob m gerade oder ungerade ist. Also gilt die Grundannahme fiir G, ©. 

Nachweis von Axiom 8. Die Menge M fiir G, G enthalt die Elemente 
(ab, 1’) mit a, b € G*. Aus (ab, 1’) (x, 2’), (ab, 1’) (y, 2’), (ab, 1’) (z, z’)inv, also 
(abzx, z'), (aby, 2’), (abz, z’)inv ergibt sich (abz)?=1 und (aby)? =1 und 
(abz)* = 1, woraus nach der Voraussetzung tiber @* abz, aby, abz ¢ S*, also 
nach Axiom §* xyz € @*, mithin (xyz, z’) € © folgt. 

Das Zentrum der Gruppe © enthalt offenbar das Element (1, z’), welches 
auch © angehort. 

7. Einige grundlegende Sitze. Wir geben nun einige Satze an, deren Gelten 
bzw. Nichtgelten in der Theorie der S-Gruppen eine wichtige Rolle spielen 
werden. 

I Satz tiber das Zentrum § der S-Gruppe G: 8 besteht entweder 
nur aus dem Einselement oder aus einer Involution aus dem Erzeugendensystem © 
und dem Einselement. 

Il Satz tiber die Mengen G, der zu g senkrechten Geraden: G, 
ist entweder leer oder enthilt stimtliche Geraden + g oder bildet zusammen mit g 
ein Biischel oder ist selbst ein Biischel. 

III Reduktionssatz: Jedes Element der Gruppe © laBt sich in der Form 
ab oder abc darstellen. Die Produkte ab bilden eine Untergruppe vom Index 2 
in © oder die ganze Gruppe. 

IV Satz iiber die Zweispiegeligkeit der Gruppe G: Jedes Element 
der Gruppe © ist gleich einem Produkt ab oder gleich einem Produkt ob, wobei o 
ein tnvolutorisches Produkt uv ist. 

Keiner der vorstehenden Satze gilt notwendigerweise fiir eine S-Gruppe. 
Nach §8 lassen sich fiir jede der Aussagen I—IV Beispiele von S-Gruppen 
angeben, fiir welche Axiom D* gilt und fiir welche die betrachtete Aussage 
falsch ist. 


§ 2. S-Gruppen mit eigentlichen und quasi-eigentlichen Biischeln 

1. Verbindbarkeit und Quasiverbindbarkeit, eigentliche und quasi-eigentliche 
Biischel. Im folgenden sei stets eine G-erzeugte S-Gruppe © zugrunde gelegt. 

Zwei Elemente «, 8 aus © heiBen durch eine Involution o verbindbar, wenn 
ao, Boinv ist. Ist o ein Element aus ©, so sagen wir kurz, daB «, 6 verbindbar 
sind. Sind « und # Elemente von M, so sind «, # ersichtlich genau dann ver- 
bindbar, wenn die Punkte G(«), G() verbindbar sind. 

Ein Element « aus © heiBt mit einem Element f quasiverbindbar, wenn es 
ein v mit xvinv und f* = 6 oder B* = f-! gibt. Zwei verbindbare Elemente 
sind stets auch quasiverbindbar. Ein Element « aus M ist nach Satz 8, Fol- 
gerung genau dann mit einem Element f aus M quasiverbindbar, wenn fiir die 
Biischel G(a«), G(f) ein v mit v € G(a) und G(f) = G(f8) vorhanden ist, oder 
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anders formuliert, wenn die Punkte G(«) und G(f) entweder verbindbar sind 
oder es ein v mit v € G(«) und G(f) C G, gibt. 

Ein Biischel (bzw. ein Punkt) G(«) heiBt eigentlich, wenn « mit allen 
Elementen aus M 
S-Gruppe © ist damit ein Punkt, der mit allen anderen Punkten verbindbar ist. 


verbindbar ist. Ein eigentlicher Punkt der Gruppenebene der 


Ein Biischel (bzw. ein Punkt) G(«) heiBt quasi-eigentlich, wenn « mit allen 
Elementen aus I quasiverbindbar ist. Alle eigentlichen Biischel sind auch 
quasi-eigentliche Biischel. 

Ein Biischel G(a) mit « = ab heiBt ein Zentrumsbiischel, wenn a,b durch 
eine Involution o aus M verbindbar sind. Je zwei Elemente von G(«) sind dann 
durch o verbindbar, da offenbar G(«) = G(c) gilt. Ferner heiBt G(«) ein Lot- 
kern, wenn xy = y= fiir alle x, y aus G(a) gilt. 

Endlich nennen wir ein nicht eigentliches, quasi-eigentliches Biischel, 
welches nicht Zentrumsbiischel ist, ein Ende. Die Rechtfertigung dieser Be- 
zeichnung wird sich in den §§ 3 und 4 ergeben, wo wir zeigen werden, daB zwei 
Enden stets verbindbar sind und daB eine Gerade héchstens zwei verschiedenen 
Enden angehéren kann zwei Eigenschaften, die bekanntlich den Enden in 
der hyperbolischen Geometrie zukommen. 

Offenbar gilt: 

Lemma 6. Ist G ein eigentliches bzw. ein quasi-eigentliches Biischel bzw. ein 
Lotkern bzw. ein Zentrumsbiischel, so auch G* fiir alle « aus ©. 

Weiter zeigen wir: 

Lemma 7. Zu jedem eigentlichen Biischel G einer S-Gruppe © gibt es ein u 
mit GY + G, wenn Axiom D* fiir © gilt. 

Beweis: Seien u,, Ug, us die Elemente aus Axiom D*. Dann kann nicht 
G“i = G@ fir i= 1, 2,3 gelten. Nach Voraussetzung ist namlich G(u;u,)“: 

G(u,;u,) fiir jede Permutation i, k,l von 1, 2,3, also folgt aus G“i = G fiir 
1, 2,3 nach Satz 3 G + G(u;u,) fiir alle 7, k mit i + k und i, k = 1, 2, 3. Damit 
gehoren wenigstens zwei der Elemente u,; [1 i< 3], etwa wu,,u., dem 








Biischel G nicht an. Nach Satz 8 ergibt sich Gc G,,G,. Sei dann v das 


u, u, 
Element mit v ¢ G, G(u, ug), so ist v € G,, G,,, also vu, = u,v, vug = u.v und 
U, Ugv inv, mithin nach Lemma 1 u,u, = u.u,, im Widerspruch zu den Voraus- 
setzungen tiber u,, u.. Damit gibt es ein u; [1 < + < 3] mit G4 + G, und wir 


kénnen u = u,; setzen. 
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Lemma 8. Jedes eigentliche Biischel G einer S-Gruppe © enthilt wenigstens 
drei Elemente, wenn Axiom D* fiir & gilt. 

Beweis: Seien u,, Uy, us die Elemente aus Axiom D*. Gilt u,; ¢G@ fiir 
i= 1, 2,3, so sind die Verbindungsgeraden von G zu den Punkten @(u;u,) 
[i + k; i, k = 1, 2,3] drei voneinander verschiedene Elemente von G. O.B.d.A. 
k6énnen wir im folgenden u, ¢ G, wu, ¢ G voraussetzen, denn der Fall u,,u,, uv, ¢ G 
ist nicht méglich. 

Sei us = uy’, dann gilt wegen u, Ug + UgU, : U3 + UW, Uy. Die Punkte G(u,u,), 
G(uzU,), G(usu,g) sind voneinander verschieden, mithin wegen u, ¢ G auch die 
drei Verbindungsgeraden von G zu diesen Punkten. Damit ist Lemma 8 
bewiesen. 

Satz 15. Ist G ein eigentliches Biischel und g ¢ G, so gibt es ein | mit 1c G,G,. 

Beweis: Da g ¢G gilt, ist nach Satz 8 entweder G? + G oder GC G,. Im 
ersten Fall gibt es ein 1 mit 1 ¢ G, G9, fiir das nach Satz 71 ¢ G, gilt, und im 
zweiten Fall ist die Behauptung von Satz 15 selbstverstandlich. 

2. S-Gruppen mit eigentlichen Biischeln. Wir betrachten das 

Axiom EBI. Es gibt ein eigentliches Biischel. 

Kine S-Gruppe, fiir welche Axiom EB] erfiillt ist, heiBt eine S-Gruppe mit 
eigentlichen Biischeln. Offenbar werden in [9] S-Gruppen mit eigentlichen 
Biischeln betrachtet, denn Axiom D aus [9] kénnen wir hier wie folgt formu- 
lieren: 

Axiom D. Es gibt ein eigentliches Biischel E, welches nicht Lotkern ist, und 
einumit EX + EB, 

In Axiom D wird aber iiber die Forderung von Axiom EB1 ersichtlich noch 
gefordert die Giiltigkeit von 

Axiom EB2. Nicht alle eigentlichen Biischel sind Lotkerne. 

Den genauen Zusammenhang zwischen dem Axiom D und den hier formu- 
lierten Axiomen EB1, EB2 liefert der 

Satz 16. Genau dann gelten fiir eine S-Gruppe die Axiome E B1, E B2, D*, 
wenn Axiom D gilt. 

Beweis: Wir setzen zunachst die Giltigkeit von Axiom D voraus. Offenbar 
gelten dann die Axiome EB1 und EB2. Sei nun E£ das eigentliche Biischel 
und u das Element mit Z“ + EF aus Axiom D. Da E£ nicht Lotkern ist, gibt es 
ein nicht involutorisches Element y mit EH = G(y). Fiir dieses gilt nach Satz 8 
y“+ y, y-!. Nach Lemma 3 gilt dann auch Axiom D* fiir die S-Gruppe. 

Gelten umgekehrt fiir die S-Gruppe die Axiome EB1, EB2, D*, so gibt 
es ein eigentliches Biischel Z, welches nicht Lotkern ist, und nach Lemma 7 
ein u mit EH“ + £. Also gilt Axiom D. 

Die S-Gruppen G, fiir welche die Axiome EB1, EB2, D* gelten, sind in [9] 
genauer untersucht worden. Dort wird gezeigt, daB fiir sie die in $1, 7 ge- 
nannten Hauptsitze I—IV gelten. In Hauptsatz II gilt genauer, daB G, fiir 
g ¢8 (8 = Zentrum von G) stets ein Biischel ist oder zusammen mit g ein 
Biischel bildet. Dieses durch G, bestimmte Biischel heiBt das Lotbiischel von g 
und wird mit G(qg) bezeichnet. 
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In [9] werden weiter die genannten S-Gruppen nach dem Gelten bzw. Nicht- 
gelten der folgenden Axiome in Klassen eingeteilt: 

Axiom PD. Es gibt a, b,c mit abe = 1. 

Axiom R. Es gibt ein g mit g ¢ 8, G(g). 

Axiom Z. Es gibt ein z mit z € 8. 

Da aus Axiom R folgt, daB g ¢ G(g) fiir alle g gilt, und ferner aus Axiom PD 
das Axiom R und aus Axiom Z das Axiom ~R folgt (vgl. [9]), ergeben sich 
folgende vier Klassen von S-Gruppen: 

[A] Es gilt Axiom R, aber nicht Axiom PD. 

[B] Es gilt Axiom PD. 

[C] Es gelten die Axiome ~R, ~Z. 

[D] Es gilt Axiom Z. 

~R und ~Z bezeichnen dabei die Negationen von Axiom R und Axiom Z. 

3. S-Gruppen mit eigentlichen Lotkernen. Wir wollen nun zeigen, daB fiir 
die in [9] gewonnenen Ergebnisse die Voraussetzung von Axiom E B2 unndtig 
ist; genauer gilt: 

Satz 17. Set eine S-Gruppe © gegeben, fiir welche die Axiome E B1\ und D* 
gelten und fiir welche es einen eigentlichen Lotkern gibt. Dann gelten die Haupt- 
siitze I—IV aus § 1.7 und die Axiome Z, ~PD, ~R, d.h. die S-Gruppe © ist 
vom Typ [D]}. 

Beweis: Wir zeigen zunachst: 

(i) Ist G ein eigentlicher Lotkern, so gibt es kein g mit GC G,. 

Anderenfalls ware naimlich fiir alle Paare a,b voneinander verschiedener 
Elemente von G stets ab, ag, bg inv, also nach Lemma | abg = 1, da abg inv, 
also g € G(ab) = G auf den Widerspruch g ¢« G, fiihrt. Aus ab = g fiir alle 
Paare a, b voneinander verschiedener Elemente aus G folgt, daB G héchstens 
zwei verschiedene Elemente enthalten kann, im Widerspruch zu Lemma 8. 

Wir leiten nun als erstes die Giiltigkeit von Axiom Z her. Sei G ein eigent- 
licher Lotkern. Dann gibt es nach Lemma 7 ein u mit GY“ + G. Sei z das Element 

mit z ¢ G, G“. Wir behaupten, daB z dem Zen- 

aGI trum von © angehért, daB also gz = zg fiir alle 

g gilt. Ist g € G, so ergibt sich dies nach Defini- 
tion eines Lotkernes. Sei also g ¢ G. Dann ist 
nach Satz 8 und (i) G9 +: G. Sei z’ das Element 
mit 2’ € G, G* und h das Element mit h € G“, G9, 
welches nach Lemma 6 existiert. Da G“, G% nach 








Lemma 6 Lotkerne sind, gilt hz=zh und 
h2’ = 2'h. Ware z + 2’, also zz’h nicht inv, so 
folgte nach Satz 9 G = G(zz’) C G,, im Wider- 
spruch zu (i). Mithin muB z= z’, also nach Satz 7 gz = zg gelten. Damit ist 
gezeigt, daB Axiom Z gilt. 

Aus Axiom Z folgt, daB Axiom PD nicht erfiillt sein kann: Sei z ein Element 
des Zentrums. Gabe es Elemente a, b,c mit abc = 1, so folgte aus ab = ba, 
az = za, bz = zb nach Lemma | abz inv, da abz = 1 zur Folge hatte x ¢ G(ab) 
fiir alle «+ z= ab, im Widerspruch zu Axiom D*. Aus abz = cz inv folgt 


Fig. 4 
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c +z. Entsprechend ergibt sich acz, bczinv und damit a, b,c ¢ G(cz), also 
nach Satz 5 abc inv, im Widerspruch zu abe = 1. 

Beweis des Reduktionssatzes (Hauptsatz III aus § 1.7): Seien G ein eigent- 
liches Biischel und a, b, c, d beliebige Elemente aus ©. Es gibt dann ein r aus G 
mit bar inv und weiter ein u mit bar = u. Entsprechend gibt es Elemente s, t 
aus G und Elemente v,w mit cus = v und dvt = w. Nach Satz 5 ist dann 
rst =m und somit abcd = rstw = mw. 

Jedes Produkt von endlich vielen Elementen aus © reduziert sich damit auf 
ein Produkt abe oder ab oder a. Da im letzten Falle a = aaa gilt, folgt Haupt- 
satz III aus der Grundannahme. 

Es gilt Hauptsatz I aus § 1.7: Sei z ein nach Axiom Z vorhandenes Element 
des Zentrums und « ein beliebiges Element des Zentrums. Dann ist nach 
Hauptsatz III entweder « oder «z in der Form ab darstellbar. Aus ab ¢ Z 
ergibt sich (ab)b = b(ab), also ab = ba und damit a = b, denn anderenfalls 
ware x € G(ab) fiir alle x mit x + ab, im Widerspruch zu Axiom D*. Mithin 
ist entweder « = 1 oder «z= 1, also « = 1 oder a = z, wie behauptet. 

Zum Beweis von Hauptsatz IV geniigt es zu zeigen, daB ein Element 
« = abc gleich einem Produkt od ist, wobei o ein involutorisches Produkt wv ist. 
Wir wahlen ein nach Axiom Z vorhandenes Element z aus dem Zentrum § der 
Gruppe G. Dann ist z~ = zabc nach dem Beweis des Reduktionssatzes gleich 
einem Produkt rs, also « = zrs. Entweder ist z+ r und somit zr inv oder es 
gilt z = r. Wir brauchen nur noch den letzten Fall zu betrachten. Fiir ihn gibt 
es ein d mit ds inv, denn fiir s = z ist dies klar und fiir s + z kénnen wir d = z 
setzen. Dann ergibt sich « = dsd mit ds inv. Damit ist Hauptsatz IV hergeleitet. 

Nun zum Beweis von Hauptsatz II. Sei g eine Gerade, die nicht dem 
Zentrum § angehért. Aus «¢G, folgt rg =ga, also wegen xz = zx und 
gz = zg nach Lemma | und Axiom ~PD xqgz inv, mithin x € G(gz), wenn z wie 
bisher ein Element von 8 bedeutet. Umgekehrt hat y ¢ G(gz) zur Folge y = g 
oder y €G,, denn aus yz = zy, zg = gz und ygzinv folgt nach Lemma 1 
yg = gy. Mithin bildet G, samt g ein Biischel, das Lotbiischel von g, welches 
wir auch hier mit G(g) bezeichnen. Damit gilt Hauptsatz II. 

Da offenbar g ¢ G(g) fiir alle g mit g ¢ § gilt, gilt fiir die S-Gruppe G mit 
eigentlichen Lotkernen Axiom ~R. 

Damit sind alle Aussagen in Satz 17 bewiesen. 

4. S-Gruppen mit quasi-eigentlichen Biischeln. Wir betrachten nun das 

Axiom SB. Es gibt ein quasi-eigentliches Biischel S und ein u mit S“ + 8. 

Eine S-Gruppe, fiir welche Axiom SB gilt, heiBt eine S-Gruppe mit quasi- 
eigentlichen Biischeln. Jede S-Gruppe mit eigentlichen Biischeln ist nach 
Lemma 7 auch eine S-Gruppe mit quasi-eigentlichen Biischeln, wenn Axiom D* 
fiir sie gilt. Wir bemerken, daB weder der zweite Teil von Axiom SB aus 
Axiom D* beweisbar ist, noch Axiom D* aus Axiom SB herleitbar ist (vgl. Bei- 
spiel 7 und Beispiel 3 in § 8). Genauer gilt: 

Satz 18. Sei G eine G-erzeugte S-Gruppe fiir welche Axiom D* gilt. Dann 
gibt es entweder héchstens ein quasi-eigentliches Biischel, oder es gibt ein quasi- 
eigentliches Biischel G und ein u mit G* + G. 

Math. Ann. 142 14 
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Beweis: Sei G nicht das einzige quasi-eigentliche Biischel und H ein 
weiteres quasi-eigentliches Biischel. Wir fiihren die Annahme, es gabe kein u 
mit G“ + G oder mit H“ + H auf einen Widerspruch. 

Aus G* = G und H” = H fiir alle z, y folgt G C G, fiir alle x mit 2 ¢ G und 
H c G, fiir alle y mit y ¢ H. 

Wir iiberlegen nun, daB nicht jedes Element aus © einem der beiden 
Biischel G, H angehéren kann. Denn anderenfalls lagen mindestens zwei der 
Elemente w,, u,, u, aus Axiom D* in einem der beiden Biischel, etwa u,, wu, in 

dem Biischel G. Ware dann u, ¢€ G, so folgte u, us uy 


eG oH U,U,U, und wire u, ¢ G, also u, € H, so folgte wegen 
a y ; ; 7; _ ~ . ¢ 
b - GC Gy, Uy, Ugts = Uy, Ug%y, beides im Widerspruch zu 


Axiom D*. 

Es gibt also ein Element a mit a ¢ G, H. Wir kén- 
nen dann ein Element b mit b¢ G, ¢ H und ein Ele- 
ment c mit c ¢ H und c¢ G(ab) wahlen. Wegen H Cc G,, 
G, und GcG@ 


a 








a gilt ab = ba, ac=ca, be =cb, also 

Fig. 5 nach Lemma 1 abc 1. Damit hat bz inv stets 

acx inv zur Folge, also ergibt sich G,c G(ac). Hieraus 

schlieBen wir wegen H c G, dann H = G(ac) und somit a ¢ H, im Wider- 
spruch zur Wahl von a. 

Unter den S-Gruppen mit quasi-eigentlichen Biischeln sind diejenigen von 
besonderer Bedeutung, fiir die iiber Axiom SB hinaus das scharfere Axiom E 
gilt: 

Axiom E. Es gibt ein Ende E und ein u mit E“ + E. 

Eine 8-Gruppe, fiir welche Axiom E gilt, heiBt eine S-Gruppe mit Enden. 
Die folgenden Paragraphen sind vor allem dem Studium der S-Gruppen mit 
Enden gewidmet. Insbesondere werden wir zeigen, daB in einer S-Gruppe mit 
Enden stets die vier in § 1.7 genannten Hauptsitze gelten. 

Zunachst leiten wir her: 

Satz 19. In einer S-Gruppe mit Enden gilt Axiom D*. 

Beweis: Nach Axiom E gibt es ein Ende EZ = G(y) und ein u mit EY + E. 
Nach Definition eines Endes ist y* + 1 und nach Satz 8 y" + y, y~*. Mithin gilt 
Axiom D* nach Lemma 3. 


§ 3. Verbindbarkeit der quasi-eigentlichen Biischel 

In diesem Paragraphen wollen wir zeigen, daB fiir eine S-Gruppe, fiir 
welche Axiom D* gilt, zwei quasi-eigentliche Biischel stets verbindbar sind. 
Nach Satz 18 diirfen wir uns dabei auf den Fall beschrinken, daB es ein quasi- 
eigentliches Biischel S und ein u mit S“ + S gibt, daB also Axiom SB fiir die 
S-Gruppe gilt. Zunachst leiten wir ohne Verwendung von Axiom SB zwei 
Hilfssatze her: 

Hilfssatz 1. Ist ein quasi-eigentliches Biischel G in einer Menge G, ent- 
halten, so ist G mit jedem Zentrumsbiischel verbindbar. 








it 
it 
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Beweis: Sei G(ab) mit abinv ein Zentrumsbiischel. Ware G(ab) mit G 
unverbindbar, so gabe es ein h mit h ¢ G und G(ab) C G,. Nach Lemma 5 ist 
dann ab = h. 

Aus he Gc G, folgt hg = abg inv. Sei abg = g’, also g = hg’, dann gilt 
nach Lemma 4 G(hg’) = G,. Aus g’ € G(hg’) = G, = G und abg = g’ € G(ab) 
folgt dann, daB g’ eine Verbindung von G und G(ab) ist, im Widerspruch zur 
Annahme. 

Hilfssatz 2. Ein quasi-eigentliches Biischel G, welches Zentrumsbiischel ist, 
ist mit allen Zentrumsbiischeln verbindbar. 

Beweis: Sei G = G(c) mit o inv und o € M, und G’ = G(o’) mit o’ inv und 
o’ € M ein beliebiges Zentrumsbiischel. Waren G, G’ unverbindbar, so gibe es 
ein v mit v € G und @’c G,, also nach Lemma 5 mit G’= G,. Nach Satz 5, 
Folgerung, ist vo ¢ G. Offenbar gilt auch vo ¢ G, = G’, also waren G, G’ durch 
vo verbindbar, im Widerspruch zur Annahme. 

Hilfssatz 3. Seien «a= ab+1 und u ¢ G(a). Genau dann gibt es ein | mit 
Le G(a«), G,, wenn a und wu* verbindbar sind. 

Beweis: a) Seien « und wu* verbindbar. Ist w= u*, so ist a = a, also 
G(a)“ = G(«) und wegen u ¢ G(a) dann G(a) c G,. Also gibt es in diesem Falle 
mindestens ein Lot 1 von G (a) auf w. 

Ist w+ u*, so gibt es nach Voraussetzung ein v mit v ¢ G(«), G(wu*). 
Bestimmen wir w derart, daB « = vw wird, so gilt wu”, uw’’= u* ¢ G(uu*). Nach 
Satz 7 ergibt sich hieraus entweder w ¢ G(uu*) oder wu” inv. Ersteres hat wegen 
v, w € G(a), (wu) und G(a) + G(uu*) [wegen u ¢ G(«)] v = w und damit den 
Widerspruch « = 1 zur Folge. Das zweite liefert w°uwinv und damit 
w’ € G(«), G,, so daB wir fiir 1 das Element w® wahlen kénnen. 

b) Sei l ein Lot von G(«) auf u. Dann gibt es ein w mit « = lw. Es gilt dann 
u* = y'” = uw’ und somit aw, wu*w = w" inv. Also sind « und wu* verbindbar. 

Aus Hilfssatz 3 folgern wir sogleich : 

Satz 20 (Existenz eines Lotes). Zu jedem quasi-eigentlichen Biischel G und 
jedem g mit g ¢ G gibt es ein 1 mit l ¢ G und 1 € G,. 

Beweis: Sei G = G(ab). Gabe es kein Lot von G auf g, so ware nach Hilfs- 
satz 3 « = ab mit gg* unverbindbar, also gibe es nach Definition eines quasi- 
eigentlichen Biischels ein v mit v € G(ab) und G(gg*) C G,. Dann aber ist v € G, 
und somit v ein Lot von G(«) auf g, entgegen der Annahme. 

Aus Satz 20 ergibt sich fast unmittelbar: 

Satz 21. In einer S-Gruppe G ist keine Menge G, leer, wenn Axiom S B gilt. 

Denn nach Axiom SB gibt es ein quasi-eigentliches Biischel S und ein u 
mit S“+ S. Gilt nun g¢S oder g ¢ S“, so gibt es nach Satz 20 ein / mit 
L¢éG,, Sbzw.1 ¢ G,, S“. Ist aberg € S, S“, so gilt ug inv nach Satz 7, also wc G, 

Hilfssatz 4. Zu jedem quasi-eigentlichen Biischel G gibt es ein a mit G* + G. 

Beweis: Ist G gleich dem quasi-eigentlichen Biischel S aus Axiom SB, so ist 


nichts zu beweisen, da es dann auch ein u mit S“ + S gibt. 

Sei also G + S. Wir fiihren die Annahme, es wire G* = G fiir alle x aus ©, 
auf einen Widerspruch. Aus der Annahme folgt zunichst Gc G, fiir alle x 
mit x ¢G. 


14* 
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Gibt es eine Verbindung v von S und G, so gilt fiir ein x mit z+ v aus ©: 
vx inv, also ist S ein Zentrumsbiischel. 

Gibt es keine Verbindung von S und G, so gilt S Cc G, fiir alle y aus G, denn 
seien s,t zwei verschiedene Elemente aus S, so gilt SY= G(st)¥= G(s"t”) 

G(st) = S fir alle y aus G. Nach Hilfssatz 1 und 2 ist dann S mit jedem 
Zentrumsbiischel verbindbar. 

Sei u das Element mit S“ + S. Dann gilt u ¢G und damit Gc G,. Wir 
wahlen nun zwei verschiedene Elemente y, y’ aus G. S ist mit den Zentrums- 
biischeln G(uy), G(uy’) durch Elemente 
p, p’ verbindbar. Wegen Gc G, gilt 
yu = uy und wegen G C G, oder p € G, al- 





pN so p= y, gilt yp= py. Aus yu=uy, yp 

>s py, yup = puy ergibt sich nach Lem- 

ma 1 up= pu. Entsprechend muB auch 

N ‘i up’ = p'u gelten. Damit ergibt sich der 


Widerspruch S“ G (p p’)” G (p” p’“) 
Fig. 6 G(pp’) = 8. 
Satz 22. Ein nicht eigentliches quasi- 
eigentliches Biischel G ist in keiner Menge G, enthalten. 


Beweis: Wir nehmen an, es gibe ein g mit G C G,. Dann ist G nicht Zen- 


J 


trumsbiischel. Denn ware G ein Zentrumsbiischel G(c) mit o inv und o € M, so 
wire nach Lemma 5 G = G, und o = g. G miiBte dann eigentlich sein, denn 
wire H ein mit G unverbindbares Biischel, so gabe es ein h mit h ¢« G und 
Hc G,. Dann ware nach Satz 5 ho=h' ¢G und h’'g = h'ao = fh, also nach 
Lemma 4 G(h'g) = G, und wegen H Cc G, dann H = G(h’'g). Damit ware h’ 
eine Verbindung von G und H, im Widerspruch zur Voraussetzung. 

Wir zeigen weiter: 

(a) Es gibt wenigstens zwei verschiedene Zentrumsbiischel R,, R, mit g ¢ Ry, Ro, 
fiir welche es kein a mit a € G, R,, Ry gibt. 

Da G nach Voraussetzung nicht eigentlich ist, gibt es ein Biischel H, 
welches mit G unverbindbar ist, fiir welches also ein h mit h ¢ G und H c G, 
vorhanden ist (Fig. 7). Offenbar gibt es dann ein Zentrumsbiischel R, mit h ¢ R,, 
jedoch g ¢ R, und R, + G. Sei nun r ein Element + h aus G, dann ist h’ + h, 
da sonst G ein Zentrumsbiischel ware, entgegen dem eben Uberlegten. Offenbar 
ist dann R) = R, ein Zentrumsbiischel mit g ¢ R, und R, + G, denn es gilt 
g ¢ R, und g’ = g, ferner R, + G und G’ = G. Gabe es nun ein a mit a¢ R,, R,,G, 
so wire wegen R, + G: a=h und wegen R, + G: a=h’', also h=h', was 
nicht méglich ist. Also erfiillen R, und R, die Bedingungen von (a). 

Nach Hilfssatz 3 gibt es nun ein a mit G*+ G (Fig. 8). Dann ist g+ a, und 
nach Satz 20 sind G und G¢ durch ein Element 6 verbindbar. Nach (a) gibt es 
ein Zentrumsbiischel R mit b,g ¢ R. Seien dann c, d die nach Hilfssatz | 
existierenden Verbindungen von G mit R und von G¢ mit G(cg). Es ist g + d, 
da sonst G* = G(db) = G(gb) wegen gbinv Zentrumsbiischel, also auch G 
Zentrumsbiischel ware. 








av 
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Es ist dann G+ G4, da aus G= G4 nach Satz 8 entweder d€G, also 
d = b = c,im Widerspruch zuc € Rundb ¢ R, oder bd inv folgte, also G* = G (bd) 
Zentrumsbiischel sein miBte, entgegen dem vorher Uberlegten. 

Nach Hilfssatz 3 sind dann G, G4 durch ein Element e verbindbar. Es ist 
deinv. Ware c + e, so folgte e ¢ G(dg) und somit wegen d, g ¢ G, nach Satz 10 
G(dg) C G,, also ce inv, mithin ware G = G(ce) Zentrumsbiischel. 

Also muB c =e und damit cdinv, also wegen gd,cg inv nach Lemma | 
auch gd inv gelten. Wegend, b €¢ G, undg ¢ G* ist nach Satz 10 G* = G(db) Cc G,. 

Nach Hilfssatz 1 gibt es nun 

















ein f mit f ¢ G*, R. Offenbar ist G 
f + cund fg inv. Aus f, ce ¢ G, und 
g ¢ R folgt nach Satz 10 Rc G,. coe 
R 
f G? 
: qd 
g 
od 
Fig. 7 Fig. 8 


Da R Zentrumsbiischel ist, ergibt sich nach Lemma 5 R = G,, also wegen 
Gc G, endlich G = R. Damit wire G Zentrumsbiischel, was nicht geht. Damit 
ist Satz 22 bewiesen. 

Folgerung 1. Ist G ein quasi-eigentliches, nicht eigentliches Biischel und a 
ein Element mit a ¢ G, so ist G4@+ G. 

Folgerung 2. Ist G ein quasi-eigentliches, nicht eigentliches Biischel und g 
eine Gerade mit g ¢ G, so gibt es héchstens ein | mit l € G, G,. 

Da ein mit einem quasi-eigentlichen Biischel unverbindbares Biischel stets 
in einer Menge G, enthalten ist, folgt aus Satz 22 sofort der 

Hauptsatz V. In einer S-Gruppe sind zwei quasi-eigentliche Biischel 
stets verbindbar, wenn Axiom D* oder Axiom SB gilt. 


§ 4. Enden 


Wir wollen nun zeigen, daB jede Gerade héchstens zwei verschiedenen 
Enden angehéren kann, wenn fiir die S-Gruppe G Axiom D* gilt. Nach dem 
Beweis zu Satz 18 diirfen wir uns im folgenden auf den Fall beschrinken, daB 
Axiom E fiir © gilt. 

Zuniachst ein Hilfssatz, der in allen S-Gruppen mit quasi-eigentlichen 
Biischeln gilt : 

Hilfssatz 5. Sei G ein quasi-eigentliches Biischel und g eine Gerade mit 
g ¢ G und a ein Lot von G auf g. Dann ist jedes mit G unverbindbare Biischel H, 
enthalten. 


welches g enthilt, in der Menge G, 








200 Rouir LINGENBERG: 


Beweis: Es gibt zu H ein h mit h ¢ Gund Hc G,. Aus g ¢ H folgt dann g € G,, 
also h ¢ G,. Wire h + a, so wire nach Satz 10 G G (ha) C G,, im Widerspruch 
zu Satz 22. Also gilt h = a und damit unsere Behauptung. 

Wir beweisen nun einen Satz, der 
in der absoluten Geometrie mit dem 
Bergauschen Lemma vom Ende Aqui- 
valent ist (vgl. [1], § 14). Wir wollen 
ihn auch hier als Lemma vom Ende be- 
zeichnen : 








Lemma vom Ende. Seien G ein 
Ende und a, b, c, d, e, f, g Elemente mit 
a+b;a,b,c€@G;9,d€G,; e€G, und 
age=a'’ und def=c. Dann ist fa inv. 





Fig. 9 


Beweis: Wir betrachten zunachst den Fall d = g. Dann ist aa’ = ge = de = cf, 
also caa’inv. Ware c +a, so folgte a’¢ G(ca) = G, und G= G(aa’) = G(ge) 
ware ein Zentrumsbii- 
schel, da ge involutorisch 
ist. Also gilt c= a und 
weiter a’ = f, woraus mit 
af =ge und ge inv die 
Behauptung folgt. 

Wir kénnen also im 
folgenden d + g voraus- 
setzen. Dann gilt wegen 
d,g € G, nach Satz 10 
G (dg) CG, denn der 
Fall dgb inv ist nicht 
méglich: Aus bdg, db, 








gbinv folgt nach Lem- 
mal gdinv. Ausa+b 
und G + G(dqg), G(ge) 
folgte ¢ G(dqg), alsod + e. 
Somit gilt wegen e,d¢G, 








und edg nicht inv nach 
Satz 10 G(de) c G. Also 
ergibt sich c,b¢G, und 
damit nach Hilfssatz 4 
c=b, also G(ed) = G(dg) 
und damit e € G(dg), was 
dem eben Uberlegten wi- 





derspricht. 
Fig. 10 Wir nehmen an, af 
ware nicht involutorisch 
(Fig. 10). Dann ist f + a’, und das Biischel G(fa’) mit G verbindbar. Andern- 
falls wire namlich nach Hilfssatz 5 G(fa’) c @,, und damit f ¢ G,, also af inv. 





ni 


al 
G 


it 
d 
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Sei also v das Element mit v ¢ G(fa’), G. Dann gilt nach Satz 1 fa’v = s und 
nach Satz 5, acv = q € G, also g* € G*. 
Weiter gilt 


q* = (acv)* = a’: acv-a'=a'a: def: va'=eg-de-s = (gd)*s, 


also ist (gd)*qg* involutorisch und damit g* ¢ G(gd)*. Wegen (G,)*= Gy und 
G(dg)* C Gy folgt dann g* € Gy, also g* b*inv. 

Ferner ergibt sich wegen b?= b: b*¢= b9*¢ G9¢= Ge* = G*. Aus q*, b*¢ G* 
und qg* + b* folgt G* = G(q* b*), also ist G* und damit auch G ein Zentrums- 
biischel, entgegen der Definition eines Endes. 

Hilfssatz 6. Seien G ein Ende und b, g, d Elemente mit b € G; g,d € G,. 
Dann gilt 

a) Ist bgd nicht inv, so ist G7= G*. 

b) Ist bgd inv und g + d, so ist G9+ G4. 

Beweis: Wir behandeln zunachst Fall a) und nehmen an, es ware G2 + G4. 
Dann zeigen wir als erstes: 

(i) Zs gibt ein e mit e € G, und (ebg)* + 1 oder mit e € G, und (ebd)*® + 1. 

Nach § 5, Hilfssatz 8, Folgerung (dessen Beweis von diesem Paragraphen 
unabhangig ist) gibt es ein Ende EF mit b ¢ £. 

Ist g,d ¢ FE und sind u,v die nach Satz 20 vorhandenen Lote von £ auf 
g, d, so gilt nicht gleichzeitig (ubg)? = 1 und (vbd)? = 1, da sonst nach Lemma | 
u,v €G, und damit Z = G(uv) c G, im Widerspruch zu Satz 22 folgte. Also 
gilt (i) in diesem Falle mit e = u oder mit e = v. 

Ist g ¢ H, aber d ¢ Z, so kénnen wir fiir e das Lot von £ auf g waihlen, denn 
(ebg)? = 1 hatte e € G,, also H = G(ed) Cc G, zur Folge. Entsprechend schieBen 
wir fir g¢ HE unddé¢£. 

Da der Fall g, d ¢ E wegen G(gd) c G, auf den Widerspruch £ c G, fiihrt, 
ist (i) bewiesen. 

Nach (i) kénnen wir o. B. d. A. voraussetzen, daB es ein Element e mit 
e € G, und (ebg)? + 1 gibt. Dann folgern wir weiter: 

(ii) Ist x € Gy, so ist x + e und G(xe) mit G verbindbar. 

Denn aus x = e folgte e € G,, also wegen g € G, und eginv nach Lemma | 
(ebg)? = 1 im Widerspruch zur Wahl von e. Also ist x + e. 

Waren G(xe) und G unverbindbar, so ware G(xe) C G,, denn es gabe dann 
ein s mit s €G und G(ze) c G,, und aus 6b, s ¢ G, folgte wegen x ¢G@ nach 
Satz 22, Folgerung 2, 6 = s. Damit gilt aber e € G,, was sich schon eben als 
unmdglich erwiesen hat. 

Aus (ii) folgt: Es gibt Elemente a, c mit a, c € Gund a € G(ge) und ¢ € G(de) 
(Fig. 11). Es ist a + b, denn anderenfalls ergibe sich e € G(gb), also (ebg)*? = 1, 
was der Wahl von e widerspricht. 

Seien nun a’, { die Elemente mit a’= age und f = edc. Nach dem Lemma 
vom Ende ist dann afinv. Aus G**= G49= G+ G4= G*4= G’* folgt 
Go + G1. Wegen b € G?, G4 muB auch b*¢¢ Ge*= G*’, G4¢= A! gelten, also nach 
Satz 3 b¢= a. Da nach Satz 5 a* ¢ G(ge) ist, folgt weiter b ¢ G(ge), was sich schon 
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eben als unméglich erwiesen hatte. Unsere Annahme, es wire G+ G4, ist damit 
auf einen Widerspruch gefiihrt und somit a) bewiesen. 

Im Falle b) nehmen wir an, es ware G9= G4. Dann ist G94¢= G und 
bgd = s € G,, da nach Lemma | aus gb, db, gdb inv auch gd = b(bgd) = bs inv 
folgt. Nach Satz 22, Folgerung 1, ergibt sich aus G*= G@ jedoch s € G, und 
G = G(bs) ware ein Zentrums- 
biischel, im Widerspruch zur 
Definition eines Endes. Damit 
ist auch b) bewiesen. 


Erganzung: Set g eine 








Gerade, die einem Ende G an- 

a gehort und fiir welche G, min- 

destens zwei verschiedene Ele- 

$ ; mente u,v mit uvg nicht inv 





enthalt. Dann gilt G*= G” fiir 
alle x, y aus G,. 

Denn es ist G(gu) + G(gv), also entweder x ¢ G(gu) oder x ¢ G(gv), und 
es gilt nach Hilfssatz 5a entweder G*= G“ oder G*= G*. Entsprechend gilt 
auch entweder GY= G” oder G¥= G*. Da aber nach Hilfssatz 5a G“= G? gilt, 
muB stets G*= GY gelten. 

Hilfssatz 7. Ein Ende G enthiilt stets eine Gerade a mit der Eigenschaft 
(*) Es gilt G*= GY fiir alle x, y aus G,, und G, ist nicht leer. 

Beweis: Nach der Erginzung zu Hilfssatz 6 geniigt es zu zeigen, daB G ein 
a enthalt, fiir welches die Menge G, mindestens zwei verschiedene Elemente 
u, v mit wva nicht inv enthalt. Nach Definition eines Endes gibt es ein mit G 
unverbindbares Biischel H. Fiir dieses ist nach Definition ein a mit a ¢ G und 


Fig. 11 


H c G, vorhanden. Fiir wu, v kann man dann zwei beliebige, voneinander ver- 
schiedene Geraden aus H wihlen. 

Hauptsatz VI. In einer S-Gruppe gehért jede Gerade a héchstens zwei ver- 
schiedenen Enden an, wenn Axiom D* gilt. 


Gm Gr 











Beweis: Seien G ein Ende, dem a angehért, und b eine nach Hilfssatz 7 vor- 
handene Gerade mit der Eigenschaft (*). Offenbar kénnen wir annehmen, daB 
a + b ist, denn fiir a = 6 kann man b durch eine Gerade b° mit c € G und a +c 
ersetzen. Wir wahlen dann aus G, eine Gerade c und fallen von G¢ ein Lot d 
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auf a. Wir behaupten, daB jedes Ende H mit a ¢ H entweder gleich G oder gleich 
G¢ ist. Hieraus folgt sofort die Behauptung von Hauptsatz VI. 

Wir nehmen an, es ware H + G, G4. Wir fallen die Lote r und s von H auf die 
Geraden b und b4 und setzen t = r4. Wegen der Eigenschaft (*) fiir die Geraden 
b und b4 gilt dann G°= G* und (G°)*= (G@*)t. Ferner ist (@")'= Grér4— (G4 

G4, also Gt* = (G*)* = (G*)t = (G")t = G4. 

Aus a,r,s ¢ H folgt nach Satz 5 ars=u€ H. Es gilt G¢= G¢"*= Grt= G4. 
Nach Satz 7 ist dann wegen G + G4 = G“ uainv und damit H = G(ua) ein 
Zentrumsbiischel, entgegen der Definition eines Endes. Damit ist alles bewiesen. 

Aus dem eben bewiesenen Satz kénnen wir sogleich folgern: 

Satz 23. Gibt es ein Ende G, so gilt fiir alle g: 

(R) Aus xyg, xg, yg inv folgt x = y. 

Beweis: Wir unterscheiden zwei Fille: 

1. G und G(xg) sind unverbindbar. Dann gibt es nach Definition ein a mit 
a € Gund G(xg) C G,. Nach Lemma 5 ist dann xg = a und G(xg) = G,. Wegen 


G(ag) = G(yg) gilt auch G(yg) = G, und damit nach Lemma 5 yg = a, also 
Z= y. 

2. G und G(xg) sind durch eine Gerade a verbindbar. Sei axg = b und 
ayg = 6’, dann ist b, b’¢ G, und abb’ inv. Ware b + b’, so folgte nach Hilfssatz 6b 
yo 4 yo yo 


G° und nach Satz 22, Folgerung 1, G , und @ ware in den drei 
voneinander verschiedenen Enden G,G°,G® enthalten, was Hauptsatz VI 


widerspricht. Also gilt b = b’ und damit x = y. 


§ 5. Lothiischel in S-Gruppen mit Enden 


In diesem und den folgenden Paragraphen wollen wir uns genauer mit den 
S-Gruppen mit Enden beschaftigen. Wir werden zeigen, daB fiir eine S-Gruppe 
mit Enden die in § 1,7 genannten Hauptsitze gelten. 

Wir beginnen mit dem Nachweis von Hauptsatz II. Wir werden dabei ge- 
nauer zeigen, daB die Menge G, fiir jedes g ein Biischel bildet. Insbesondere folgt 
dann, da8 das Zentrum einer S-Gruppe mit Enden kein Element aus dem 
Erzeugendensystem enthalt. 

Wir beweisen zunichst einen fiir eine beliebige S-Gruppe © giiltigen 

Hilfssatz 8. Ist eine Gerade g in siimtlichen Biischeln G* [G fest; « beliebig 
aus © | enthalten, so ist entweder G*= G fiir alle « aus G, oder es ist g ein Element 
des Zentrums und G ein Lotkern. 

Beweis: Es mége ein « aus © mit G*+ G geben. Nach Voraussetzung gilt 
dann g € G, G*. Sei nun s ein beliebiges Element aus ©, dann gilt auch g ¢G*, G*°*, 
also nach Satz 7, Folgerung, entweder s ¢ G, G*, also s = g, oder es ist gs in- 
volutorisch. In beiden Fallen ist gs = sg, d. h. g gehért dem Zentrum von © an. 
Insbesondere gilt 2g = gx fiir alle x aus G, also nach Lemma 1 ry = yz fiir alle 
x, y aus G. Mithin ist G ein Lotkern. 

Folgerung: In einer S-Gruppe mit Enden gibt es zu jeder Geraden g ein 
Ende, welches g nicht enthdlt. 
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Denn nach Axiom E gibt es ein Ende E£ und ein u mit E“+ £. 
Dann sind auch die Biischel E* fiir beliebiges « < G Enden, also nicht Zen- 
trumsbiischel und enthalten nach Hilfssatz 8 nicht alle die Gerade g. 

Satz 24. In einer S-Gruppe mit Enden ist die Menge G, fiir jedes g ein 
Biischel. 

Das Biischel in einer S-Gruppe mit Enden, welches nach Satz 24 aus genau 
den simtlichen Senkrechten zu der Geraden g besteht, nennen wir das Lot- 
biischel von g und bezeichnen es wie in [9] — mit G(g). 

Zum Beweis von Satz 24 zeigen wir nacheinander: 

(i) Jede Menge G 


(ii) Jede Menge G, enthidlt mindestens zwei verschiedene Geraden. 


q wst in einem Biischel enthalten. 


Aus (i) und (ii) folgt dann die Behauptung von Satz 24, denn seien h, h’ 
zwei verschiedene Geraden aus der Menge G,, dann folgt nach Satz 10 
G(hh’) c G,, da hh’g inv nach Satz 23 unméglich ist. Nach (i) ist aber G, in 
einem Biischel enthalten, mithin muB G,= G(hh’) gelten. 

Beweis von (i): Nach 
Hilfssatz 8, Folgerung, gibt 
es ein Ende G, welches g 
nicht enthalt, und nach Satz 
20 gibt es ein Lot a von G 
auf g. Nach Satz 22 ist das 
Biischel G nicht in der Men- 
ge G, enthalten. 

Wir nehmen an, die Men- 
ge G, ware nicht in einem 
Biischel enthalten. Dann 
gibt es Geraden b, c aus G,, 
fiir die abe nicht involuto- 
risch ist (Fig. 13). Wir k6n- 
nen o. B.d. A. annehmen 











Fig. 13 


(vgl. den Beweis von Satz 
20 in [9]), daB g¢G(ab), G(ac), G(bc), also G(ab), G(be), G(ac) c G, ist. 

Ist H ein Biischel mit H C G,, jedoch a ¢ H, so sind G, H unverbindbar, 
denn gabe es ein v mit v € G, H, so wire v + a, also wegen v, a € G, G, und vag 
nicht inv nach Satz 10 Gc G,. 

Insbesondere sind G,G(bc) und G,G(ab)* unverbindbar, denn es gilt 
G(bce), G@(ab)°c G, und auch a ¢ G(bc), G(ab)*, letzteres, da aus a ¢ G(ab)° 
nach Satz 7, Folgerung, acinv, also nach Lemma 5 G,= G(ac) folgte, im 
Widerspruch zur Annahme. 

Es gibt also Geraden s,¢ mit s,t ¢ G und G(bc) Cc G, und G(ab)°c G,. Aus 


s 


bee G(be), G(ab)* folgt b°¢ G,, G,, also s,t¢€ Gy und damit nach Satz 22, 
Folgerung 1, s = t. Aus a°¢ G(ab)°C G,= G, und c € G, ergibt sich sa°= (sa)° 


inv, also sa inv, und G = G(sa) ware ein Zentrumsbiischel, im Widerspruch zur 
Voraussetzung. Damit ist (i) bewiesen. 
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Beweis von (ii): Nach Hilfssatz 6, Folgerung, gibt es ein Ende G, welches die 
Gerade g nicht enthalt. Von @ fallen wir das Lot h auf g (Satz 20) (Fig. 14). 

Ist a eine von h verschiedene Gerade aus G, so gibt es nach Satz 21 ein b 
mit 6 ¢ G,. Gist ein von G verschiedenes Ende mit h ¢ @°. Ist auch g ¢ @®, so ist 
das Lot h’ von G® auf g von h verschieden, und (ii) in diesem Falle bewiesen. 

Sei also g € G°. Da G° nicht eigentlich ist, gibt es ein Biischel H, welches mit 
G® unverbindbar ist, fiir welches also ein s mit s ¢ G® und H c G, vorhanden ist. 
Ist s = g, so gibt es offenbar zwei Senkrechte zu g. Sei also s + g und u eine 
Gerade aus H mit u ¢ G(gh) (we- 
gen H + G(gh) gibt es stets eine 
solche Gerade). Dann ist g ¢ G°“, 
Gehu da anderenfalls nach 
Satz 7, Folgerung, gu inv, also 


G e 
ky 
a 
D ; 


Fig. 15 
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g, 8 € G, G, und damit nach Satz 10 G°c G,, im Widerspruch zu Satz 22 folgte. 
Ware nun h ¢ G™, Gh", so gilt hv c G°, G°* und damit g = h", da G?+ G* nach 
Satz 22, Folgerung 1, ist. Aus guh = u inv folgt u ¢ G(gh), im Widerspruch zur 
Voraussetzung. Mithin gibt es ein Ende G’ (namlich G°“ oder G**), 
welches h und g nicht enthalt, und damit ein Lot h’ von G’ auf g, welches von h 
verschieden ist. Damit ist auch (ii) und folglich Satz 24 bewiesen. 

Aus Satz 24 ergibt sich sofort die 

Folgerung: In einer S-Gruppe mit Enden enthilt das Zentrum kein 
Element aus ©. 

Uber die Lotbiischel in einer S-Gruppe mit Enden leiten wir jetzt noch zwei 
Satze her. Der erste ist offenbar trivialerweise richtig: 

Satz 25. Aus a ¢ G(b) folgt b « G(a). 

Satz 26. In einer S-Gruppe mit Enden folgt g = g' aus G(g) = G(g’). 

Beweis: Wie schon mehrfach benutzt, kénnen wir ein Ende G wahlen, welches 
g nicht enthalt, und von G das Lot a auf g fallen. Das Biischel G(g) enthalt dann 
noch mindestens eine weitere Gerade b, die nach Satz 22 G nicht angehdren 
kann. Von G kénnen wir damit auch auf die Gerade b ein Lot c fallen. 

Die Annahme g+ gq’ fiihrt dann sofort auf einen Widerspruch: Aus 
a,b € G(g) = G(g’) folgt nach Satz 25 g,g’¢ G(a), G(b), mithin G(a) = G(b) 
und damit c € G(a), also cainv. Damit wire G = G(ac) ein Zentrumsbiischel, 
im Widerspruch zur Wahl von G. 
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Um zu klaren, welche Bedeutung die Existenz eines Endes fiir eine S-Gruppe 
mit quasi-eigentlichen Biischeln hat, zeigen wir: 

Satz 27. In einer S-Gruppe mit quasi-eigentlichen Biischeln, die nicht alle 
eigentlich sind, sind folgende Bedingungen untereinander dquivalent : 

(a) Es gibt ein Ende. 

(b) Jede Menge G, ist ein Biischel. 

(c) Jedes nicht eigentliche quasi-eigentliche Biischel ist ein Ende. 

Beweis: Nach Satz 24 folgt (b) aus (a), denn nach (a) gilt Axiom E: Sei £ 
ein nach (a) vorhandenes Ende. Ware #* = E£ fiir alle x aus ©, so ware nach 
Satz 22, Folgerung 1, x ¢ £ fiir alle x aus © und E das einzige Biischel fiir die 
S-Gruppe mit quasi-eigentlichen Biischeln, im Widerspruch zur Giiltigkeit von 
Axiom SB. Also gibt es ein u aus © mit E“+ E£. 

Wir zeigen weiter, daB (c) aus (b) folgt: Sei G ein nicht eigentliches quasi- 
eigentliches Biischel. Dann gibt es ein mit G unverbindbares Biischel H, also 
ein s mit s € G und H c G,. Nach (b) ist dann H = G,. Ware G ein Zentrums- 
biischel, so gabe es ein involutorisches Element o aus M mit G = G(e). Nach 
Satz 5 ist so = t € G(o) = G. Aus st inv folgt aber t ¢ G,= H, und damit ware 
t eine Verbindung der beiden Biischel G und H, im Widerspruch zur Voraus- 
setzung. Also ist G ein Ende. 

Aus (c) folgt (a), da es nach Voraussetzung mindestens ein nicht eigentliches 
quasi-eigentliches Biischel gibt. Damit ist Satz 17 bewiesen. 


§ 6. Zweispiegeligkeit einer S-Gruppe mit Enden 

Wir wollen jetzt fiir eine S-Gruppe mit Enden den Reduktionssatz und die 
Zweispiegeligkeit der Gruppe beweisen (Hauptsatz III und IV aus § 1.7). 

Zunichst ergibt sich aus Hilfssatz 5 der 

Hilfssatz 9: Seien E ein Ende in einer S-Gruppe mit Enden und g eine 
Gerade mit g ¢ G und a ein Lot von E auf g. Dann ist G(a) das einzige Biischel., 
welches mit E unverbindbar ist und g enthiilt. 

Ober Hilfssatz 5 hinaus haben wir nur noch zu zeigen, daB G(a) mit E un- 
verbindbar ist. Ware aber E mit G(a) durch ein Element v verbunden, so wire 
vainv und EF = G(va) ein Zentrumsbiischel, was der Definition eines Endes 
widerspricht. 

Satz 28. Fiir eine S-Gruppe mit Enden gilt der Reduktionssatz. 

Beweis: Nach bekannten Schliissen (vgl. etwa § 2.3 oder den Beweis von 
Satz 13 in [9]) folgt die Behauptung in Satz 28, wenn wir zeigen: 

Zu ab, cd gibt es u, v mit abcd = uv. 

Zunachst gilt: 

(i) Sind ab, ed verbindbar, so gibt es u, v mit abed = uv. 

Denn es gibt ein s mit abs, scd inv, also sind abs und scd Elemente u und 
v aus ©, und es gilt abcd = abs- scd = uv. 

Weiter ist fast unmittelbar klar: 

(ii) Gibt es zu ab, cd Elemente u,v mit abcd = uv, so auch zu bc, da und 
zu cd, ab und zu da, be. 


Denn aus abcd = uv folgt beda = u*v*, cdab = u%*v®”, dabc = u®**v2”?, 
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Er 
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Seien nun ab, cd beliebig gegeben. Nach (i) und (ii) k6nnen wir annehmen, 
daB die Elemente a, b, c, d voneinander verschieden sind. Wir wahlen nun ein 
Ende G, welches nach Axiom E vorhanden ist. Dann gilt 

(iii) Ist G mit G(ab), G(bc) unverbindbar, so ist abc inv. 

Denn es gilt b ¢ G, und somit gibt es ein Lot s von G auf b, fiir welches nach 
Hilfssatz 7, Folgerung G(ab) = G(s) und G(bc) = G(s), also G(ab) = G(bc) und 
damit c ¢ G(ab), also abc inv gilt. 

Unsere Behauptung gilt also nach (i) und (ii) und Satz 1, wenn G entweder 
mit G(ab), G(bc) oder mit G(ab), G(da) oder mit G(bc), G(cd) oder mit G(da), 
G (cd) unverbindbar ist. Nach (ii) diirfen wir also im weiteren Beweis o. B. d. A. 
voraussetzen, daB G mit G(ab), G(cd) verbindbar ist. 

Es gibt dann Elemente 6’, c’ aus G, fiir die abb’ und c’cd Elemente a’ und 
ad’ aus © sind (Fig. 16). Dann gilt 
abcd a’b’c’d’ und Bb’, c’€ G. Qi i=H 
Nach (i) und (ii) kénnen wir an- 











d’ hy 
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nehmen, daB d’a’ und b’c’ unverbindbar sind, also a’, b’, c’, d’ voneinander 
verschieden sind, und daB G(d’a’) = G(p) mit p¢@ und G = G(b’c’) gilt. Wir 
miissen dann zwei Faille unterscheiden: 

1. d’a’ ist nicht involutorisch (Fig. 17). Wir setzen dann b’’ = p und bestim- 
men c’’ durch b’’c’’= b’c’. Wahlen wir ein Element g aus G(c’’), so ist H = G4 
nach Satz 22, Folgerung 1, ein von G ver- 
schiedenes Ende, welches c’’ enthalt. Das 
Ende H ist mit G(a’d’) = G(p) verbindbar, 
da sonst nach Satz 20 p¢ H, also c”’ = p 

b”’ folgte, im Widerspruch zu b” c”’ 

b’c’ a # 
Wir ersetzen nun d’ durch die Verbin- 





dung d”’ von H mit G(p) und bestimmen a”’ 
durch d"’a"’ = d'a’. Das Ende H = G(c’'d"’) 


ist dann mit G(a’’b’’) verbindbar, da sonst nach Hilfssatz 9 G(a’’b’’) = G(d’’), 





also nach Lemma 5 a’’b"’ = d” und somit da” = d’a’ involutorisch ware, ent- 
gegen der Voraussetzung. Nach (i) gibt es dann @,@ mit a’’b'’c"’'d” = ub, 
also folgt mit abcd = a'b’c'd’ = (d'a'b'c’)4 (d’’a’’b’’c’’)4 (a’’b’ c'’d’’)4 4 
(uv)* * die Behauptung. 
2. d‘a’ ist involutorisch (Fig. 18). Dann gilt nach Lemma 5 da’ = p. Wir 


; 


kénnen dann annehmen, daB b’,c’ + pist. Ware z. B. b’ = p, so setze man b” = c 














208 Ror LINGENBERG: 


und c’’ = b’’b’c’, da wegen b’+ cc’ dann 6” =c’+ p und wegen (b’c’)?+1 auch 
c’ = b"b'c’ =c'b'c’ + p=bD’ ist. Entsprechend kann man im Falle c’ = p 
schlieBen. 

Wie im ersten Fall gibt es ein c’ enthaltendes Ende H + G, welches mit 
G(d' a’) = G(p) verbindbar ist. Sei d’” die Verbindung von H mit G(d’a’) und 
a’ =a'd'd" = pd”. Waren H, G(a’'b’) unverbindbar, so wire nach Hilfssatz 9 
G(a’"’b’) = G(d"), da d” wegen a’’d" = a'd’ inv das Lot von H auf a” ist. Aus 
G(d”) = G(a" p) und b’, p € G, G(a" p) und G + G(a’" p) folgt dann b’ = p, im 
Widerspruch zur Voraussetzung. 

Also sind H = G(c’d”’) und G(a’’b’) verbindbar, woraus entsprechend wie 
im ersten Fall mit (i) die Behauptung folgt. 

Aus Satz 28 ergibt sich nach Satz 1 sofort 

Satz 29. Jedes involutorische Element einer S-Gruppe mit Enden ist ein 
Element von © oder von M. 

Satz 30. Fiir eine S-Gruppe mit Enden gilt Hauptsatz IV aus § 1,7 (Zwei- 
spiegeligkeit der Gruppe). 

Beweis: Nach dem Reduktionssatz geniigt es zu zeigen, daB ein Produkt 
abc stets einem Produkt ou mit o € M und o inv gleich ist. Ein solches Produkt 
wollen wir eine Normaldarstellung von abc nennen. 

Ist abc inv, also nach Satz 1 abc = u € S, so wahlen wir ein v mit v € G(u). 
(uv)v ist dann eine Normaldarstellung von u = abe. 

Sei also abc nicht inv. Dann sind a, b,c voneinander verschieden. Wir 
wahlen ein Ende G und nehmen zunachst an, daB G und G(bc) verbindbar sind. 
Dann bestimmen wir die Elemente b’, c’ mit b’c’ = be und ec’ € G. 

Wir nehmen weiter an, daB G und G(ab’) verbindbar sind, und bestimmen 
die Elemente a’, b’’ mit a’b’’ = ab’ und b” ¢ G (Fig. 19). Da abc = a’b’’c’ nicht 
involutorisch ist, gilt a’ ¢ G= G(b’’c’), und es gibt ein Lot v von G auf a’. Dann 
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\ 
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ist nach Satz 5 vb’’c’ = wu und somit (a’v)u wegen abc = a’'v- vb"'c' = a'vu 
eine Normaldarstellung von abc. 

Sind dagegen G und G(ab’) unverbindbar, so gibt es ein p mit p ¢ G und 
G(ab’) = G(p) (Fig. 20). Nach Satz 21 und Satz 22, Folgerung 1 gibt es weiter 
ein von G verschiedenes Ende H, welches c’ enthalt. Ware auch H mit G(ab’) 
unverbindbar, gibe es also auch ein g mit g¢ H und G(ab’) = G(q), so folgte 
nach Satz 26 p=q und wegen p,c’¢G,H und G+4H weiter p=’, also 
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b’c’ = o inv. Dann aber ist oa eine Normaldarstellung von abc = ab’c’. Also 
kann angenommen werden, daB H und G(ab’) verbindbar sind. Ersetzen wir 
dann im vorstehenden Beweisanfang G durch H, so gewinnen wir auch in diesem 
Falle eine Normaldarstellung von abc. 

Es bleibt nur noch der Fall zu untersuchen, daB G, G(bc) unverbindbar 
sind. Nach (iii) im Beweis des Reduktionssatzes sind dann aber G, G(ab) ver- 
bindbar, und unser Beweis lehrt, daB cab = (abc)* eine Normaldarstellung 
ou besitzt. Offenbar ist dann aber o°u* eine Normaldarstellung von abc. Damit 
ist Satz 30 bewiesen. 

Mit Satz 30 kénnen wir nun leicht zeigen, daB fiir eine S-Gruppe mit Enden 
auch Hauptsatz I aus § 1.7 gilt: 

Da eine S-Gruppe mit Enden zweispiegelig ist, enthalt das Zentrum § nach 
bekanntem SchluB (vgl. [1], 8S. 45) entweder nur das Einselement oder min- 
destens eine Involution ¢. Gabe es nun eine Involution o mit o € 8, so ist o 
nach Satz 29 und Satz 24, Folgerung, ein Element von MY. Dann aber gilt 
x € G(o) fiir alle xz aus © mit x + a, und fiir die Gruppenebene der S-Gruppe 
mit Enden gilt der Entartungsfall E2 oder E3, was Satz 19 widerspricht. 
Mithin haben wir den 

Satz 31. Das Zentrum einer S-Gruppe mit Enden besteht nur aus dem Eins- 
element. 

Damit ist die Giltigkeit aller vier Hauptsitze aus § 1.7 fiir eine S-Gruppe 
mit Enden nachgewiesen. 


§ 7. S-Gruppen mit Enden und H-Gruppen 


In diesem Paragraphen wollen wir den Zusammenhang der S-Gruppen mit 
Enden mit den H-Gruppen herstellen, wie sie in [1], § 11, definiert werden. 

1. Die Menge aller involutorischen Elemente einer S-Gruppe mit Enden. 
Die Gesamtheit aller involutorischen Elemente einer S-Gruppe mit Enden 
bezeichnen wir mit J, und mit J(g) die Menge aller Involutionen o aus J mit 
og inv. Offenbar gilt dann @ c J und G(g) c J(g). 

Ist o eine Involution aus J (g), die G(g) nicht angeh6rt, so ist ag € © nach 
Satz 29 und Satz 1, also og ein Element aus G(g), da ogg = o inv ist. Damit 
besteht J(g) aus den Elementen x und xg, wenn z alle Elemente von G(g) 
durchlauft. 

Wir bemerken hier noch, daB G(c) fiir alle o € J erklart ist: G(c) ist nach 
Definition und nach Satz 24 stets die Menge aller x mit oz inv. 

Satz 32. Aus o;, dg, 03; € J (g) folgt o,0,0, € J (g). 

Beweis: Da jedes Element von J(g) in der Form x oder xg mit x € G(g) 
darstellbar ist und g mit allen Elementen aus G(g) vertauschbar ist, geniigt es, 
folgende vier Méglichkeiten zu betrachten: 1. Aus 2, 2, #, € G(g) folgt nach 
Satz5 x, x, %,€ G(g) C J (g). 2. Aus 2,9, 2, %3¢ J (g) folgt (2,7, 273)g € J (g) wegen 
XXX, € G(g). 3. Aus 2,9, Log, xg € J (g) folgt 2,99 %.%3 = 2% %_%, € G(g) C J (g). 
4. Aus 219, 29, %3g €J (g) folgt 7,99 %2%39 = (2%, X_X3)9 <J (g) wegen x, 2%, 2%, ¢€ G(g). 
Damit ist Satz 32 bewiesen. 
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Satz 33. Auso,o' € J(g), J(g’) folgt o = o' oder g = q’. 

Beweis: Aus den Voraussetzungen ergibt sich g, g’ € G(o), G(o’), also fiir 
g +9’: G(o) = G(o’). Dies hat nach Lemma 5 und Satz 26 zur Folge o = o’, 
wenn wenigstens eine der Involutionen o, o’ der Menge © angehdort. Sind aber 
o,o’ beide nicht Elemente von ©, so gilt nach Satz 29 und Satz 5 ga, go’ 

G(c). Dann aber ergibt sich aus g(go), g(go’), g(go) (go’) inv nach Satz 23 
go = goa’, also o = o’, wie behauptet. 

Satz 34. Ist A ein Ende und o € J, so hat A° = A zur Folge o € A. 

Beweis: Nach Satz 22, Folgerung 1, brauchen wir nur den Fall zu unter- 
suchen, daB o ¢ © ist. Nach Satz 29 gibt es dann u,v mit o = uv. Es ist 
A“ = A”. Ware A = A“= A’, so folgte nach Satz 22, Folgerung 1, wu, v € A, 
also A = G(uv) = G(o), im Widerspruch zur Definition eines Endes. Also muB 
A + A“, A” sein. Sei s die nach Hauptsatz V vorhandene Verbindung von A 
mit A“. Dann gilt nach Satz 7 u, v € G(s), also nach Lemma 5 G(s) = G(o) 
und o = s. Mithin ist o € A. (Offenbar ist also der Fall o ¢ G@ nicht méglich, 
denn aus o € A folgt ao € ©.) 

Satz 35. Seien A, B zwei verschiedene Enden, und sei v ihre Verbindung. 
Dann gilt A° = B fiir o € J genau dann, wenn ov inv ist. 

Beweis: Ist ovinv, so ist nach Definition eines Endes o ¢ 4 und damit 
nach Satz 34 A° + A. Ferner ist v = v? ¢ A®°. Nach Hauptsatz VI gibt es aber 
nur zwei v enthaltende Enden, mithin muB A’ = B gelten. 

Sei nun A°= B. Dann gilt v’ ¢ A°= B, B° = A, also v’ = v und damit 
ovinv, dao = v auf A°= A*= A + B fihrte. 

Wir schlieBen hier noch einen Satz an, der dem Fundamentalsatz der 
projektiven Geometrie fiir eindimensionale Grundgebilde entspricht: 

Satz 36. Fiihrt eine Bewegung der Gruppenebene einer S-Gruppe mit 
Enden drei voneinander verschiedene Enden in sich iiber, so ist sie die Identitat. 

Beweis: Wir zeigen, daB eine Bewegung « + 1 héchstens zwei Enden in 
sich tiberfiihren kann. Da die Gruppe nach Satz 30 zweispiegelig ist, konnen 
wir « in der Form ob mit o ¢ J darstellen. Es ist dann o + b. 


Ist A ein Ende, welches bei « in sich tibergefiihrt wird, so gilt AY = A® und 
damit nach Satz 34 und 35 entweder o, b ¢ A (fiir A A?’ = A?) oder o, b € J (v) 
mit v ¢ A, A° = A® (fiir A + A° = A”). Wir unterscheiden nun zwei Fille: 


1. Es gibt ein Ende A mit o, 6b ¢ A. Offenbar ist dann o € ©. A ist das 
einzige bei « festbleibende Ende, denn fiir jedes bei « festbleibende Ende gilt 
o,b<« B, also A B, da es nach Satz 22 kein v mit A Giab) c J(v), also 
kein v mit o, b € J(v) geben kann. 

2. Es gibt kein Ende A mit o, b ¢ A. Fiir jedes bei « festbleibende Ende B 
gibt es dann ein v mit o, b € J(v) und v € B. Da wegen o + b nach Satz 33 aus 
a,b € J(v), J(v’) stets v = v’ folgt, enthalten alle Enden, die bei « in sich iiber- 
gefiihrt werden, dasselbe Element v. Nach Hauptsatz VI gibt es aber héchstens 
zwei v enthaltende Enden, woraus unsere Behauptung und damit Satz 36 folgt. 

2. Zur Endenrechnung in einer S-Gruppe mit Enden. Fiir diesen Abschnitt 
bezeichnen kleine lateinische Buchstaben stets beliebige Involutionen aus der 
S-Gruppe © mit Enden. 
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Sei R eine Menge von Biischeln und « ein Element von G. Dann bezeichnen 
wir mit R* die Menge der Biischel G* fiir G € R. « induziert dabei eine einein- 
deutige Abbildung von R auf R*. 

Theorem 1. Set in einer S-Gruppe mit Enden eine Menge R von Enden 
gegeben, die mindestens drei verschiedene Enden bezeichnet mit O, U, E 
enthdlt und die folgenden Eigenschaften hat: 

K1. Zu jedem Ende A + U aus R gibt es wenigstens ein u aus U mit O“ = A 
und RY = R. 

K2. Zu jedem Ende A +O, U aus R gibt es wenigstens ein a aus J (0) mit 
E*= A und R* = 8. 

o bezeichnet dabei die Verbindung von O und U. Dann bildet die Endenmenge R 
ohne U einen (kommutativen) Kérper von Charakteristik +2, wenn als Addition 


und Multiplikation folgende Verkniipfungen gewdhlt werden: 
[> B=0O"*+0°=O"° fiir A=O"*,B=O" und u,vaus U 


(2) A-B= E+: K>= Eee> fir A,B+O und A=EH*,B=E° 
und a,b aus J(o) 
(3) A-O=0:-A A firallle A+U aus &. 


Dabei ist e die Verbindung von E mit J (o). 

Die Existenz der Involutionen o und e folgt nach den Hauptsatzen V und VI 
und nach Satz 20. 

Fiir den Beweis von Theorem 1 kénnen wir uns weitgehend an die Ent- 
wicklungen in [1], § 11 halten. Zunachst gilt tiber K1 und K2 hinaus: 

K 1’. Zu jedem Ende A + U aus R gibt es genau ein u aus U mit O“= A 
und RY = R. 

K2’. Zu jedem Ende A + O, U aus R gibt es genau ein a aus J (0) mit E*= A 
und R* = R. 

Denn aus Ov = OY mit u, u’ € U folgt wie im Beweis zu Satz 36 entweder 
u=u’ oder u,u’ €O, also auch u = u’ = o. Entsprechend ergibt a =a’ sich 
aus E¢ = E* mit a, a’ € J(0) wegen o ¢ £. 

Weiter iiberlegen wir: 

Es gilt A+ BEeRund A: BER. 

Denn aus O €R und O + U folgt nach K1’, daB es genau ein uw mit u ¢ U 
und Ov =O und R“=8 gibt. Nach Satz 34 ist dann u¢O, also u=o0 und 
damit haben wir R° = R. Aus A = O“W €R ergibt sich somit A® = O¥°€ R, also 

da nach Voraussetzung fiir die Involution v mit B= O" R°=R8 gilt 
A+ B=O~"= A°®’¢R. Entsprechend schlieBt man fiir A - B, wenn A, B+O 
ist. Im Falle A = O oder B = O folgt die Behauptung aber nach Definition. 

Die Summe zweier Enden aus & ist in der Form O07 mit x aus U und das 
Produkt zweier Enden aus & ist in der Form E” mit y ¢€ J(o) dargestellt, denn 
es ist nach Satz 5 wov ¢€ U und nach Satz 35 aeb « J(o). Ferner gilt R*°°= KR 
und R2°°= R. 

Die Enden aus 8 ohne U bilden hinsichtlich der Addition eine abelsche 
Gruppe, denn wegen (O“ + 0°) + Ow = Ovcvow— Ou + (ON + Ow) gilt das 

Math. Ann. 142 15 
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assoziative Gesetz. Das Nullelement ist O = O° wegen O° + O¥ = 0°°"= O* fiir 
alle O“ aus R. Zu O" ist das Ende 0“°= 0° “° invers wegen 0°"? + Ov = Oveeu—O. 
Die Addition ist kommutativ, da uwov = vou und damit O“ + O° = Ore 
Oveu— Ov + Ov gilt. 

Entsprechend sieht man ein, daB R ohne O, U eine abelsche Gruppe hin- 
sichtlich der Multiplikation bildet. 

Wir beweisen nun das eine Distributivgesetz: (A B)-C=A-:C+8B-C. 
Fiir C = O ist nichts zu beweisen. Sei also C + O. Dann gibt es nach K2’ ein a 
aus J (o) mit E* = C. Fiir ein beliebiges Ende O” aus R mit w ¢ U gilt dann 


Ov. Ba OvWw*®). 


denn es ist O07°= U*=O wegen a,e<€J(o), also 07° ”**= (Ow)**= (O”) - Ee 
nach Definition des Produktes (2), (3). Also gilt unter Beachtung von 0**= 0 


wegen e, a € J (0): 
(A B) -0 (Quer) . Ee ()(uor)** Quttoree Ou. Ea Or - Ka A “0 B-C 


R bildet also einen Koérper. Dieser ist von Charakteristik +2, da Ov + Ov =O 
nur fiir O“ = O gilt. Damit ist Theorem 1 bewiesen. 

Wir erwahnen, daB nicht in jeder S-Gruppe mit Enden eine Menge R von 
Enden vorhanden ist, welche die in Theorem | verlangten Eigenschaften hat. 

Theorem 2. Sei in einer S-Gruppe © mit Enden eine Menge R von Enden 
gegeben, welche die Eigenschaften K1 und K2 aus Theorem 1 besitzt. Sei ferner 
U die Untergruppe, die von allen Involutionen s aus © mit R* = KR erzeugt wird. 
Dann ist U zu der Gruppe der gebrochen-linearen Transformationen iiber dem 
Endenkérper R isomorph. 

Der Beweis dieses Theorems kann unter weitgehender Verwendung der 
Schliisse aus [1], § 11 gefiihrt werden. 

Nach Voraussetzung induziert jedes Element « aus U eine eineindeutige 
Abbildung 


(5) A* =: X* 


der Menge R auf sich. Die Zuordnung von « zu (5) ist offenbar ein Homo- 
morphismus von U auf die Gruppe U* der induzierten Endenabbildung. Dieser 
Homomorphismus ist ein Isomorphismus, da nach Satz 36 nur «= 1 die 
identische Abbildung der Menge R auf sich induziert. 

Theorem 2 ist bewiesen, wenn wir zeigen, daB die Gruppe U* mit der 
Gruppe U** der Enden-Abbildungen iibereinstimmt, welche durch die ge- 
brochen-linearen Transformationen 
* . AX+B8B , 

(5) X*=—y cp mit A, B,C, D aus und AD— BC +0 


hergestellt werden. Dabei denken wir uns die fiir X €R, CX + D+ O giiltige 
Vorschrift (5) durch die tiblichen Vorschriften fiir X = U und X*=U zu 
einer eineindeutigen Abbildung der Menge & auf sich erganzt. 


d. 


ii! 
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Fiir die Gruppe U** gilt: Jede Transformation (5) ist als Produkt von 
involutorischen Transformationen (5) darstellbar (vgl. [1], § 8.5). Jede in- 
volutorische Transformation (5) ist entweder eine Transformation 


(6) X* -X B 
oder eine Transformation 
(7) X*— X-1B’ mit B’' +0 


transformiert mit einer Transformation (6) (vgl. [1], § 11). 

Fir die Gruppe U* gilt: Jedes Element aus U* ist als Produkt von in- 
volutorischen Elementen darstellbar. Jedes involutorische Element aus 1* 
ist eine Enden-Abbildung 


(8) X* = X“ mit waus U 
oder eine Enden-Abbildung 
(9) X* = X* mit aaus J(o) 


transformiert mit einer Enden-Abbildung (8). Denn ist s eine Involution aus 1 
und gilt s ¢ U, soist U* + U und es gibt nach K 1 ein uw aus U mit O“ = U* und 
R“ = KR. Dann folgt Ov **— Uss«— U“= U und somit nach Satz 35 s“ = a¢J(o), 
also s = a“ mit u € U. 

Jede Enden-Abbildung (8) stimmt mit genau einer Transformation (6) 
iiberein: Setzen wir B = O", so gilt nach Definition der Addition 


(10) X* X+B 


fiir alle X aus R. Umgekehrt gibt es zu jeder Transformation (6) genau ein u 
aus U, so daB (10) gilt; man wahle fiir vw das nach K 1’ vorhandene und ein- 
deutig bestimmte Element aus U mit O“ = B und RY“ = &. 

Jede Enden-Abbildung (9) stimmt mit genau einer Transformation (7) 
iiberein: Setzen wir B’ = E* +0, so gilt nach Definition der Multiplikation 


(11) Ata XJ-* FB’ 


fiir alle X aus R. Umgekehrt gibt es zu jeder Transformation (7) genau ein a 
aus J (0), so daB (11) gilt; man wahle fiir a das nach K2’ vorhandene und 
eindeutig bestimmte Element aus J (0) mit E* = B’. 

Nach den oben genannten Eigenschaften der Gruppen 2*, 11** folgt dann, 
daB jede Transformation (5) mit genau einer Enden-Abbildung (4) tiberein- 
stimmt, und jede Enden-Abbildung (4) mit genau einer Transformation (5) 
iibereinstimmt. 

Damit stimmen die Gruppen U* und U** iiberein, denn die Verkniipfung 
ist in beiden Fallen das Hintereinanderausfiihren von Abbildungen. 

3. Treffgeraden. In diesem Abschnitt bedeuten kleine lateinische Buch- 
staben wieder Elemente von ©. 

Wir nennen jede Gerade a eine Treffgerade, wenn sie einem Ende angehért. 
Es gilt dann 

Satz 37. Je zwei Treffgeraden sind ineinander beweglich. 
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Dabei nennen wir zwei Geraden a, 6 ineinander beweglich, wenn es eine 
Bewegung gibt, welche die eine Gerade in die andere itiberfiihrt. 

Beweis von Satz 37: Seien a, b zwei Treffgeraden und A ein Ende, welchem 

a angehért, und B ein Ende, welchem b angehért. Dann gibt es nach Haupt- 

satz V ein v mit v € A, B. Sei nun! im Falle A + B ein Element mit lv inv 

(nach Satz 21 gibt es ein solches) und im Falle A = B ein beliebiges Element 

aus A. Dann gilt nach Satz 35 A'= B.a 


i V und 6 sind dann je noch in genau einem 
/ weiteren Ende A’ bzw. B’ enthalten. Sei 
nun A’'= A” und v’ eine Verbindung von 

la 


A” und B’. Ist A” = B’, so fiihrt die Be- 
wegung / die Enden A, A’ in die Enden 
B, B’, also a in b iiber. Ist aber A” + B’, 
so gibt es nach Satz 20 ein Lot m von B 
auf v’. Fiir dieses gilt nach Satz 35 .A’’™= B’ 
und B"™ = B. Dann fihrt die Bewegung Im die Enden A, A’ in die Enden 
B, B’, also a in b iiber. 

Wir merken hieran, daB je zwei Treffgeraden nicht immer auch ineinander 
spiegelbar, d. h. durch eine involutorische Bewegung ineinander iiberfiihrbar 
sind. 





Uber ineinander spiegelbare Geraden zeigen wir noch: 

Satz 38. Seiten a,b zwei Geraden aus einer Menge G, in einer S-Gruppe 
mit Enden. Gibt es dann eine Involution o mit a® = b, so ist entweder a = b oder 
oo inv. 

Beweis: Nach Satz 24 ist G, = G(o). Aus a, b € G(o) folgt dann a’, b”€ G(o”), 
also wegen a’ = b und 6° = a: a, b € G(o), G(o’). Dies hat entweder a = b oder 
a+b und G(o) = G(o’) zur Folge. Im zweiten Fall ergibt sich nach Satz 26 
o = 0” und damit oo inv, da o = o auf b = a’ = a® = a fiihrte, im Widerspruch 
zua+ b. 

4. Zum Axiomensystem einer H-Gruppe. Unter einer H-Gruppe verstehen 
wir eine Gruppe, welche folgendem Axiomensystem geniigt*): 

Grundannahme: Es sei $ eine Gruppe, in der jedes Element als Produkt 
von zwei involutorischen Elementen darstellbar ist. 

Die involutorischen Elemente aus § seien mit kleinen lateinischen Buch- 
staben bezeichnet. Zwei Elemente a, b heiBen verbindbar, wenn es ein v gibt, 
so daB av, bv involutorisch sind. 

Axiom T. Ist a + b und sind abc, abd involutorisch, so ist acd involutorisch. 

Axiom ~V. Es gibt a, b, welche unverbindbar sind. 

Axiom UV. Sind weder a,b noch c,d verbindbar, so gibt es ein v, so dap 
abv und cdv involutorisch sind. 

Eine H-Gruppe § ist also zunichst eine erzeugte Gruppe mit der Gesamt- 
heit J aller Involutionen aus $ als Erzeugendensystem. § ist dariiber hinaus 
auch eine J-erzeugte S-Gruppe, denn es gilt Axiom § fiir sie: Sei « = ab + 1 
und x + y (fiir x = y folgt die Behauptung in Axiom S unmittelbar) und abz, 


1) Vgl. die Bemerkungen zu Satz 39. 
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aby, abz involutorisch. Es kann angenommen werden, daB a + z gilt. Aus abz, 
aby inv folgt nach Axiom T azy inv und aus abz, abz inv folgt axz inv, also 
gilt ay, xazinv. Hieraus schlieBt man mit Axiom T xyz inv, also xyz ¢ J. 

Die Biischel fiir die S-Gruppe 9 bezeichnen wir hier mit J (a). Nach der 
Grundannahme gibt es zu jedem Element « + 1 ein Biischel J («), insbesondere 
auch zu jedem g ein Biischel J (g), welches aus allen Involutionen x mit xg inv 
besteht. 

Sind a, 6 durch eine Involution v verbindbar, so gilt a, b € J(v) und damit 
fir a + 6: J(ab) = J(v). 

Sind a, b unverbindbar, so gibt es offenbar kein v mit J(ab) = J(v). Das 
Biischel J (ab) ist dann mit allen Biischeln J(g) mit g ¢ J (ab) verbindbar: Aus 
g ¢ J (ab) ergibt sich J(ab)* + J (ab), da sonst nach Satz 8 J (ab) = J(g) gelten 
wiirde. Da mit a, b auch a’, b® unverbindbar sind, ist J (ab) mit J (ab)? =J (ab?) 
nach Axiom U V durch ein Element v verbindbar. Nach Satz 7 ist dann gv inv, 
also v ein Element mit v ¢€ J (ab), J (g). 

Umgekehrt ist J (ab) mit allen Biischeln J (g) fiir g ¢ J (ab) unverbindbar, 
da v € J(ab), J(g) zur Folge hatte vg = sinv und J(ab) = J(s) wegen 
v,g € J (ab), J(s). 

Weiter ist J (ab) nach Axiom UV mit allen Biischeln J (cd) verbindbar, fiir 
welche c, d unverbindbar sind. Damit hat J (ab) die Eigenschaften eines Endes 
(im Sinne von § 2). 

Nach Axiom ~V gibt es ein Ende J (ab). Sei u ein Element aus J (a), dann 
gilt nach dem eben Uberlegten u ¢ J (ab) (da J (ab), J(a) unverbindbar sind) 
und J (ab)" + J (ab). Also gilt Axiom E fiir die H-Gruppe, und damit 

Satz 39. Jede H-Gruppe ist eine J-erzeugte S-Gruppe mit Enden, wobei J 
die Menge aller ihrer Involutionen bezeichnet. 

Mit Satz 39 ist insbesondere nach Hauptsatz VI bewiesen, daB in einer 
H-Gruppe jede Involution héchstens zwei verschiedenen Enden angehéren 
kann — eine Tatsache, die in [1], § 11 noch in das Axiomensystem fiir eine 
H-Gruppe aufgenommen worden ist (Axiom U V2). Satz 39 lehrt, daB der hier 
gegebene Begriff einer H-Gruppe mit dem in [1], § 11 gegebenen tibereinstimmt. 
(Vgl. [12].) 

Wir fragen nun umgekehrt, unter welchen Voraussetzungen eine S-Gruppe 
mit Enden eine H-Gruppe ist. Diese Frage konnen wir mit Hilfe von Theorem | 
und 2 beantworten. 

Wir betrachten zunichst in einer S-Gruppe mit Enden folgende Forde- 
rungen: 

H1. Sind a,b durch keine Involution verbindbar, so ist G(ab) ein Ende. 

H2. Es gibt eine Treffgerade o, so daB fiir jedes x entweder o, x durch eine 
Involution verbindbar sind oder G(ox) ein Ende ist. 

H3. Je zwei Treffgeraden sind ineinander spiegelbar. 

H4. Es gibt eine Treffgerade o mit der Eigenschaft: Je zwei ineinander be- 
wegliche Treffgeraden aus G, sind ineinander spiegelbar. 


Offenbar folgt H2 aus H1 und H4 aus H3. 


l5a 
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Ferner folgt H4 aus H2: Wir zeigen, daB die Treffgerade o aus H 2 auch der 
. Wir diirfen 


a + b voraussetzen. Sei A ein Ende, dem a angeh6rt, und sei B ein Ende, wel- 


Forderung von H 4 geniigt. Seien a,b zwei Treffgeraden aus G, 
chem 6 angehért. Dann gibt es nach Hauptsatz V eine Verbindung v von A und 
B. Nach H2 sind entweder o, v durch eine Involution o verbindbar, oder es ist 
G(ov) ein Ende. Im ersten Fall gilt nach Satz 35 A° = B und wegen o € J (0), 
also G(o)? = G(o) dann a’ = b wegen a’, b € G(o)’ = G(o), B und B+ G(o). 
Der zweite Fall ist unméglich, da nach Hauptsatz VI sonst G(ov) = A oder 

G(ov) = B gelten miiBte, also das Ende 





iN a G(ov) mit G(o) durch a oder durch b ver- 
| \ bindbar ware, was Hilfssatz 9 widerspricht 

\ Es gilt nun 
ja 6 Satz 40. Hine S-Gruppe mit Enden ist 
| genau dann eine H-Gruppe, wenn fiir sie 
| wenigstens eine der Forderungen H 1 bis 

7 —p— re a ——= ~=H4 gilt. 

| a arf Beweis: Sei fiir die S-Gruppe G mit En- 
[ pine» B\ den wenigstens eine der Forderungen H | 
A itt 5 bis H 4 erfillt. Wir zeigen dann, daB die 
/ Gruppe © zu einer Gruppe PG L,(R) iiber 
— einem K6érper 8 von Charakteristik + 2 


isomorph ist. 

Es geniigt nach den oben gemachten Bemerkungen, diese Behauptung fiir 
den Fall nachzuweisen, daB H 4 fiir die S-Gruppe G gilt. 

Sei R die Menge aller Enden in der S-Gruppe G und O, U die beiden o ent- 
haltenden Enden. Sei ferner E ein Ende mit o ¢ E und e das Element mit 
e € E, G(o). Wir zeigen, daB fiir R die Forderungen K 1 und K 2 aus Theorem | 
gelten. 

Zunachst gilt R° = KR fiir alle Involutionen o aus G. Zum Beweis von K 1 
genigt es daher zu zeigen, daB es fiir alle A aus R mit A + U ein u aus U mit 


Ov = A gibt. Im Falle A = O kénnen wir fiir u das Element o wahlen und im 
¥, Falle A + O das Lot von U auf die Verbindung 

\” “J von A undQO, denn dann gilt nach Satz 35 Ov = A. 

P \@ Zum Beweis von K 2 miissen wir zeigen, daB 

Ee’? \ A’ es zu jedem A+0,U aus R eine Involution o 

0 4 \ y aus J (o) gibt, fiir welche E° A gilt. Wir fiih- 
—__— ——o rn die Verbindung a von A mit G(o) ein. Nach 
‘ Satz 37 sind e und a ineinander beweglich, also 


gibt es nach H 4 eine Involution o’ mit a® = e. 
Nach Satz 38 ist dann entweder a=e oder 
o’ € J(o). Da im ersten Falle a* = a gilt, k6nnen 
wir in jedem Falle annehmen, daB o’ € J (0) gilt. Da weiter eine Bewegung ein 


Fig. 23 


Ende in ein Ende iiberfiihrt und e nur in den beiden voneinander verschiede- 
nen Enden £ und £? enthalten ist, muB entweder E* = A oder E°* = A gel- 
ten. Wegen o’, oo’ « J (0) folgt dann unsere Behauptung. 
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Mithin ist R eine Menge von Enden, fiir welche die Forderungen K 1 und 
K 2 gelten. R bildet dann nach Theorem 1 einen kommutativen Kérper von 
Charakteristik + 2. Da R’ = & fiir alle Involutionen o aus © gilt, ist G nach der 
Grundannahme und nach Theorem 2 isomorph zu der Gruppe PGL,(R) iiber 
dem Kérper 8. Nach [1], § 11, Theorem 9, geniigt die Gruppe PG L,(&) dem 
hier angegebenen Axiomensystem fiir eine H-Gruppe, mithin ist G eine H- 
Gruppe. 

Die Umkehrung des eben Bewiesenen ist trivialerweise richtig, da in einer 
H-Gruppe stets H 1 gilt. Damit ist Satz 40 bewiesen. 

In einer H-Gruppe § gilt tiber H 1 hinaus nach dem oben Uberlegten auch 
H 2 und H 4, und zwar fiir das Erzeugendensystem von $, welches aus den 
simtlichen Involutionen aus § besteht. Ferner gilt nach [1], § 11.7, (i), auch H3. 
Ist daher © eine G-erzeugte S-Gruppe mit Enden, in der wenigstens eine der 
Forderungen H 1 bis H 4 gilt, so ist G nach Satz 40 eine H-Gruppe, und somit 
gelten H 1 bis H 4 fiir alle Involutionen aus G und folglich auch fiir alle Ele- 
mente des Erzeugendensystems © von G. Also haben wir den 

Satz 41. In einer S-Gruppe mit Enden sind die Forderungen H. 1 bis H 4 
untereinander dquivalent. 

Der erste Teil des Beweises von Satz 40 lehrt: 

Theorem 3. Das Axiomensystem einer S-Gruppe mit Enden samt einer der 
Forderungen H1 bis H4 kennzeichnet die Gruppen PGL,(R) iiber einem 
Kérper 8 von Charakteristik + 2. 

In diesem Theorem liegen die in [12] angekiindigten Reduktionen des Axio- 
mensystems einer H-Gruppe. Zum besseren Vergleich wollen wir hier eine der 
vier in dem Theorem enthaltenen reduzierten Fassungen des Axiomensystems 
einer H-Gruppe, namlich jene mit H 1, besonders auffiihren, wobei wir es noch 
so umformen wollen, daB es leicht mit dem Axiomensystem in 3 vergleichbar 
ist. Wir weisen allerdings darauf hin, daB das sogleich formulierte Axiomen- 
system nicht die schwachste Fassung darstellt, da HJ als eine recht starke 
Forderung unter den Forderungen H 1 bis H 4 erscheint und auch die vor- 
genommenen Umformungen nicht alle Schairfe der Resultate ausnutzen. 

Neue Fassung des Axiomensystems einer H-Gruppe 

Grundannahme. Es sei eine Gruppe 9 gegeben, welche ein nur aus 
involutorischen Elementen bestehendes Erzeugendensystem © besitzt. 

Die Elemente aus © bezeichnen wir mit kleinen lateinischen Buchstaben, 
beliebige Elemente aus $ mit kleinen griechischen Buchstaben. 

a,b heiBen durch eine Involution o aus $ verbindbar, wenn ac und bo in- 
volutorisch sind. 

Ein Element « heiBt mit einem Element f quasiverbindbar, wenn es ein v 
gibt, so daB xv involutorisch und fp” = f-* oder f” = f ist. Im ersten Fall heiBen 
ax und £ verbindbar. 

Axiom T. a) Aus a+b und abc, abd € © folgt acd ¢ G. b) Ist abc in- 
volutorisch, so ist abc € ©. 

Axiom ~V. Es gibt a,b, welche voneinander verschieden und durch keine 
Involution verbindbar sind, und ein u mit (ab)“+ ab, ba. 
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Axiom UV. Sind a, b durch keine Involution verbindbar, so ist ab mit allen 
Elementen cd quasiverbindbar, jedoch nicht mit allen Elementen cd verbindbar. 
Geniigt eine Gruppe $ diesem Axiomensystem, so ist sie eine H-Gruppe, 
denn nach Satz 1 ist Axiom T a) und b) mit Axiom §S gleichwertig (vgl. den 
SchluB in 4). Ferner ist ein Biischel G(ab), fiir welches a, b durch keine In- 
volution verbindbar sind, ein Ende im Sinne der Definition in § 2, denn G(ab) 





ist nach Axiom UV mit allen anderen Biischeln quasiverbindbar, also quasi- 
eigentlich, aber nicht eigentlich und offenbar auch kein Zentrumsbiischel. 
Mithin gilt nach Axiom ~V Axiom E und nach Axiom UV die Forderung H 1 
fiir die Gruppe 9. 

Umgekehrt geniigt eine S-Gruppe mit Enden, in welcher H. 1 gilt, auch dem 
eben angegebenen Axiomensystem. Mithin erfiillen dieses Axiomensystem 
genau die simtlichen H-Gruppen. 


§ 8. Beispiele von S-Gruppen 

Um die Allgemeinheit des Axiomensystems in § 1.1 hervortreten zu lassen, 
wollen wir nun Beispiele von S-Gruppen studieren. Wir betrachten zunachst im 
AnschluB an die Literatur die terniren orthogonalen Gruppen. 

1. Ternire orthogonale Gruppen. Wir bezeichnen mit V,(K, /) den drei- 
dimensionalen metrischen Vektorraum iiber einem Kérper K von Charakte- 
ristik + 2 mit der symmetrischen Bilinearform /, und mit V,(K, Q) den drei- 
dimensionalen metrischen Vektorraum tiber einem Kérper K von Charakteristik 
2 mit der quadratischen Form Q. 

Ist a ein Vektor aus dem Raum V,(K,/) bzw. dem Raum V,(K, Q), so 
bezeichnet Ka den von a aufgespannten linearen Teilraum, und sind a und 6 
Vektoren aus dem Raum V,(K,/) bzw. V,(K Q), so bezeichnet Ka + Kb den 
von a und b aufgespannten linearen Teilraum. Ka fiir a + 0 heiBt eine Gerade 
und Ka + Kb fiir linear unabhangige Vektoren a und 6 heiBt eine Ebene. Eine 
Gerade heiBt inzident mit einer Ebene, wenn die Gerade in der Ebene enthalten 
ist. 

Wir betrachten nun den metrischen Vektorraum V,(K,/) mit einer sym- 
metrischen Bilinearform { vom Rang 2 oder 3. Zwei Vektoren a, b aus dem Raum 
V,(K, f) heiBen zueinander senkrecht, wenn f(a, 6) = 0 ist. Zwei lineare Teil- 
raume heiBen zueinander senkrecht, wenn jeder Vektor des einen Teilraumes 
zu jedem Vektor des anderen Teilraumes senkrecht ist. Die Gesamtheit aller 
Vektoren, die zu einem Teilraum 7' senkrecht sind, bilden einen linearen Teil- 
raum, den zu 7' (maximalen) senkrechten Teilraum 7'--. Der zu einer Geraden 
senkrechte Teilraum ist eine Ebene oder der ganze Raum und der zu einer Ebene 
senkrechte Teilraum ist eine Gerade oder eine Ebene (vgl. hierzu [1], § 8). Der 
Teilraum R, der zum ganzen Raum V,(K, /) senkrecht ist, hei®t das Radikal. 
Seine Dimension ist entweder Null oder Eins. 

Ein Vektor a aus dem Raum V,(K, f) heiBt isotrop, wenn /(a, a) = 0 gilt. 
Eine Gerade Ka heibt isotrop, wenn alle Vektoren aus Ka isotrop sind. Ka ist 
genau dann isotrop, wenn a isotrop ist. Ist Ka nicht isotrop, so ist der zu Ka 
senkrechte Teilraum eine Ebene. 
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Die Menge der linearen Abbildungen « des metrischen Vektorraumes 


V,(K, f) auf sich, fiir welche 
f(aa, ba) = f(a, b) 


fiir alle Vektoren a, 6 gilt und deren Determinanten + 1 sind, bildet eine Gruppe, 
die eigentlich-orthogonale Gruppe Of (K, /). Ist a ein nicht isotroper Vektor, so 
ist die Abbildung o mit 

9 f(a, ¥) 


(1) ad " * f(a, a) 


ein Element der Gruppe O; (K, /). Wir nennen sie die Spiegelung an der Ge- 
raden Ka, denn zwei Abbildungen (1) fiir zwei nicht isotrope Vektoren a und b 
stimmen genau dann iiberein, wenn Ka = Kb gilt, wenn also a und 6 linear 
abhangig sind. Die Menge der Spiegelungen an nicht isotropen Geraden bezeich- 
nen wir mit Sj (K, f). 

Nach [1], § 9, Satz 2,4,5,, und nach [16], Satz 7.8, wird die Gruppe OF (K, /) 
von der Menge Sj(K,/) erzeugt. Also ist O7(K,/) eine S{(K, f)-erzeugte 
Gruppe. 

Fiir diese folgt nach [1], § 9, Satz 3 und Satz 3’, die Giiltigkeit von Axiom §, 
also ist die Gruppe Of (K, f) eine Sz (K, f)-erzeugte S-Gruppe. 

Die Geraden der Gruppenebene von OF (K, /), Sz (K, f) sind eineindeutig 
den nicht isotropen Geraden des metrischen Vektorraumes V,(K, /) zugeordnet. 
Jeder Punkt der Gruppenebene (also jedes Geradenbiischel) ist eineindeutig 
einer Ebene des Raumes V,(K, /) zugeordnet, und zwar der Ebene, in der die 
simtlichen den Geraden aus dem Biischel entsprechenden Geraden des V,(K, f) 
liegen. 

Wir erértern nun die Frage, welche der in § 1 betrachteten Zusatzaxiome 
fiir die S-Gruppen O7 (K, f) gelten. Als Erzeugendensystem sei stets die Menge 
Sz (K, f) gewahlt. 

Axiom D* gilt fiir alle Gruppen 0; (K,/), mit Ausnahme der Gruppe 
O3 (GF, f), wenn GF, der Primkérper der Charakteristik 3 und f eine nicht 
nullteilige Form vom Rang 2 ist. 

Axiom EB | gilt fiir die Gruppen Of (K, f) genau dann, wenn es in dem 
Vektorraum V,(K, /) mindestens eine Ebene E mit folgender Eigenschaft gibt: 

(*) Jede Gerade aus E ist nicht isotrop, d. h. jeder vom Nullvektor verschiedene 
Vektor aus E ist nicht isotrop. 

Ist die Form f nicht nullteilig und vom Rang 2, so kann es keine Ebene E 
mit der Eigenschaft (*) geben, denn es gibt in dem metrischen Vektorraum 
V,(K,f) dann eine Ebene, welche nur isotrope Geraden enthalt (vgl. [16], 
§ 7.1). Mithin liegt in jeder Ebene wenigstens eine isotrope Gerade. Also gilt 
Axiom EB | nicht fiir alle Gruppen O; (K, /), fiir welche / eine nicht nullteilige 
Form vom Rang 2 ist. 

Ist die Form f nullteilig, so gibt es stets Ebenen mit der Eigenschaft (*), 
denn jede isotrope Gerade gehért dem Radikal an, mithin kann es héchstens 
eine isotrope Gerade geben. 

Ist endlich f nicht nullteilig und vom Rang 3, so gilt: 
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Genau dann gibt es in dem metrischen Vektorraum V,(K,f) [f nicht nullteilig 
und vom Rang 3] eine Ebene E mit der Eigenschaft (*), wenn es in K ein Nicht- 
quadrat k gibt. 

Beweis: Sei E eine Ebene mit der Eigenschaft (*), und a ein Vektor + 0 
aus EZ. Da der zu Ka senkrechte Teilraum eine Ebene EF’ ist, ist E > 2’ eine 
Gerade Kb. Ka und Kb sind voneinander verschieden (sonst ware a isotrop) und 
damit gilt E = Ka + Kb. Damit ist f(aa + bb,aa + bb) = a? f(a,a) + b?f(b,b)+0 
f(a, a) 


(6, b) nicht 


fiir alle a, b aus K, die nicht beide Null sind, und damit ist k 
Quadrat in K. 

Sei umgekehrt k ein Nichtquadrat in K. Nach [1], § 10 14Bt sich die nicht 
nullteilige Form f in der Gestalt 


j 
f(x, D) "HANTS (%2Y3 + X3 Yo) 


darstellen. Setzen wir a= (0,1,k) und b = (1,0,0), so ist f(a,a)=k und 
{(b, b) 1 und f(r, r) = a2k — b? + O fiir alle ry mit r = aa + bb und a, b 
nicht beiden Null. Mithin hat E = Ka + Kb die Eigenschaft (*). 

Axiom E gilt nach [1], §11, Theorem 9, genau dann fiir die Gruppe 
OF (K, f), wenn f vom Rang 3 und nicht nullteilig ist. 

Fiir alle Gruppen O; (K, f), fiir welche f vom Rang 3 oder vom Rang 2 und 
nullteilig ist, gilt Axiom SB. Denn ist f/ nullteilig, so gilt Axiom EB 1 und ist f 
nicht nullteilig, also vom Rang 3, so gilt Axiom E. 

Fiir die Gruppe O03; (K, /) ist jede Menge G, ein Biischel, da nach [1], § 8, 
und [16] der zu einer nicht isotropen Geraden des metrischen Vektorraumes 
V,(K, f) senkrechte Teilraum eine Ebene ist. 

Wir betrachten nun den metrischen Vektorraum V,(K, Q) iiber einem 
Korper K von Charakteristik 2 mit der quadratischen Form Q (vgl. hierzu [10}). 
Zu Q gehdrt die alternierende Bilinearform f mit 


f(a, 6) = Q(a) + Q(b) + Q(a + b). 


Zwei Vektoren a, b aus dem Vektorraum V,(K, Q) heiBen zueinander senkrecht, 
wenn f{(a, 6) = 0 ist. Sind je zwei Vektoren zueinander senkrecht, so gilt 


Q(a + b) = Q(a) + Q(b) fiir alle Vektoren a, b. 


Eine quadratische Form mit dieser Eigenschaft heiBt quasilinear. Im folgenden 
sei @ stets nicht quasilinear. Die Menge der zu allen Vektoren senkrechten 
Vektoren bildet dann einen eindimensionalen Teilraum L des Vektorraumes 
V4(K, Q). 

Ein Vektor a heiBt singulér, wenn Q(a) = 0 ist. Eine Gerade Ka heiBt 
singuldér, wenn jeder Vektor aus Ka singular ist. Offenbar ist Ka genau dann 
singular, wenn a singular ist. 

Die Menge der singularen Vektoren aus L bildet einen Teilraum, den wir das 
Radikal nennen und mit R bezeichnen. Die quadratische Form Q heiBt vom 
Rang 2 oder vom Rang 3, wenn dim R = 1 oder dimR = 0 ist. Q heibt nullteilig, 
wenn alle singuléren Vektoren dem Radikal angehéren. 
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Die linearen Abbildungen « des Vektorraumes V,(K, Q) auf sich, fiir welche 
Q(aa)= Q(a) fiir alle Vektoren a 


und ra = r fiir alle Vektoren r aus dem Radikal R gilt, bilden eine Gruppe, die 
orthogonale Gruppe O,(K, Q). Ist a nicht singular, so ist die Abbildung o mit 

f(x, a) 

Q(x) 

ein Element der Gruppe 0,(K, Q). Dieses nennen wir die Spiegelung an der 
Geraden Ka. Die Menge der Spiegelungen (2) an nicht singularen Geraden be- 
zeichnen wir mit S,(K, Q). 

Nach [10], Satz 9 und Satz 13, wird die Gruppe 0,(K, Q) von der Menge 
S,(K, Q) erzeugt, wenn Q vom Rang 2 und nullteilig oder vom Rang 3 ist. 

Sei G6 = S,(K, Q) und G* die Menge S,(K, Q) samt dem Einselement der 
Gruppe 0,(K, Q). Dann ist die Gruppe 0,(K, Q) nach [10], Satz 16 und 
Lemma 5 im Falle, daB Q vom Rang 2 und nullteilig ist, eine G-erzeugte 
S-Gruppe und im Falle, daB Q vom Rang 3 ist, eine @*-erzeugte S*-Gruppe. 


Im zweiten Fall ist die Gruppe 0,(K, Q) x 8, nach Satz 14 eine G* x ©,-er- 


(2) to 


zeugte S-Gruppe, wenn §, die zyklische Gruppe der Ordnung 2 und ©, die aus 
dem erzeugenden Element der Gruppe 8, bestehende Menge ist. @* x © 
bezeichnen wir auch mit S,(K, Q). 

Fiir die eben genannten S-Gruppen gilt Axiom D* mit Ausnahme des Falles, 
daB K der Primkérper der Charakteristik 2 und Q eine quadratische Form vom 
Rang 3 ist. 

Axiom EB | gilt genau dann, wenn es im metrischen Vektorraum V,(K,Q), 
eine Ebene E mit der Eigenschaft 


9 


(**) Keine Gerade aus E ist singulir 
gibt. Ist Q nullteilig, so gehért jede singulére Gerade dem Radikal an, mit- 
hin kann es héchstens eine singulire Gerade geben, und es lassen sich stets 
Ebenen mit der Eigenschaft (*) finden. 

Sei also Q nicht nullteilig, also nach unseren Voraussetzungen vom Rang 3. 
Analog wie im Fall der Charakteristik + 2 gilt: 

Genau dann gibt es in dem metrischen Vektorraum V,(K, Q) [Q nicht nullteilig, 
vom Raug 3] eine Ebene E mit der Eigenschaft (**), wenn es in K ein Element k 
derart gibt, dap entweder 


(1) (a? + b?) + k(ab)+0 oder 
(2) a+k?+0 


fiir alle a, b aus K gilt, die nicht beide Null sind. 

Beweis: Gibt es eine Ebene E mit der Eigenschaft (**) und gehért die zu 
allen Geraden senkrechte Gerade dieser Ebene nicht an, so wahlen wir aus £ 
zwei verschiedene Geraden Ka und Kc. Die Spiegelung an der Geraden XK ¢ fiihrt 
die Gerade Ka in eine Gerade Kb aus E iiber, fiir welche ZF = Ka + Kb und 
Q(a) = Q(b) gilt. Dann ergibt sich Q(r) = (a? + 6?) Q(a) + ab f(a, b) +0 fir 
f(a, b) 


alle r +o aus £ mithin (1) fiir k Q(a) 
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Gehdrt die zu allen anderen Geraden senkrechte Gerade der Ebene £ an, 
so ist nach [10] f/(a, 6) = 0 fiir alle a,b aus 2. Wir wahlen dann zwei linear 
Q(b) 
Q (a) 


Q(r) = a Q(a) + BF? Q(b) + 0 
fiir alle r+ 0 aus EK = Ka + Kb, also (2) fiir k. 
Fiir den Beweis der Umkehrung kénnen wir annehmen, da die quadratische 
Form Q in der Form 


unabhangige Vektoren a, 6 aus EZ und setzen k . Dann gilt 


Q(x) = 2,2, + 23 


dargestellt ist. Denn es gibt (vgl. [10]) einen Vektor e, + 0, der zu allen anderen 
Vektoren senkrecht ist. Dann ist Q(e¢,) + 0, da sonst dim R = 1 ware. Man wiahle 
zwei linear unabhangige isotrope Vektoren ¢,, ¢,, von denen ¢, so bestimmt ist, 
daB Q(es) = f(e, ey) gilt. e,, eg, es sind linear unabhangig, bilden also eine Basis 
des Vektorraumes V,(K, Q), und es gilt fiir 
3 
r y” xe; :Q(r) = Q(es) (a, 22 + 29). 


i=1 
Da zueinander proportionale quadratische Formen aquivalent sind, kénnen 
wir annehmen, da8 Q in der Form 2, 2x, + 23 dargestellt ist. 

Sei nun k ein Element mit der Eigenschaft (1), dann setzen wir a = (1,0,1) 
und 6 = (0,k,1) und E = Ka+ Kb. Wegen Q(a) = Q(b) = 1 und f(a,b)=k 
gilt Q(r) = a? + b? + k(ab) + O fiir alle r = aa + bb +0 aus EL. Also hat E 
die Eigenschaft (**). 

Sei endlich k ein Element mit (2), dann setzen wir a = (0,0,1) und b = (k, 1,0) 
und E=Ka+ Kb. Wegen Q(a)=1, Q(b)=k und f(a,b)=0 gilt 
Q(x) = a? + kb? + 0 fiir alle Vektoren r=aa+bb+o aus H. Damit ist 
alles bewiesen. 

Wir formulieren zusammenfassend : 

Satz 42. Jede Gruppe OF (K, f) iiber einem Kérper K von Charakteristik + 2 
mit einer symmetrischen Bilinearform f vom Range 2 oder 3 ist eine Sz (K, f)-er- 
zeugte S-Gruppe. 

Sie geniigt Axiom D*, wenn K nicht der Primérkérper der Charakteristik 3 
und f nicht eine nicht nullteilige Bilinearform vom Rang 2 ist. 

Sie geniigt Axiom SB genau dann, wenn f vom Rang 3 oder vom Rang 2 und 
nullteilig ist. Sie geniigt Axiom E genau dann, wenn f nicht nullteilig und vom 
Rang 3 ist. Sie geniigt Axiom EB 1, wenn entweder f eine nicht nullteilige Form 
vom Rang 3 ist und es in K ein Nichtquadrat gibt oder wenn f nullteilig ist. 

Jede Menge G, ist ein Biischel. 

Satz 43. Jede Gruppe O,(K, Q) iiber einem Koérper K von Charakteristik 2 
mit einer nicht quasilinearen nullteiligen quadratischen Form Q vom Rang 2 ist 
eine S,(K, Q)-erzeugte S-Gruppe. Fiir sie gilt Axiom EB 1, EB 2, aber nicht 
Axiom E. Jede Menge G, bildet samt g ein Biischel. 

Satz 44. Jede Gruppe 0,(K, Q) x 8, tiber einem Koérper K von Charakteri- 
stik 2 mit einer nicht quasilinearen quadratischen Form Q vom Rang 3 ist eine 


~~ = 


rf 
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S,(K, Q)-erzeugte S-Gruppe. Fiir sie gilt Axiom SB, aber nicht Axiom E. 
Axiom D* gilt, wenn K nicht Primkérper ist. 

Sie geniigt Axiom EB 1 genau dann, wenn Q nicht nullteilig ist und es in K 
ein Element mit der Eigenschaft (1) oder (2) gibt, oder wenn Q nullteilig ist. 
Axiom EB 2 gilt dabei, wenn es ein k mit der Higenschaft (1) gibt. 

Mit einer Ausnahme bildet jede Menge G, samt g ein Biischel. In dem einen 
Ausnahmefall enthilt G, alle Geraden + g. 

Aus Satz 42—44 kénnen wir alle Aussagen in der SchluBbemerkung zu [9] 
unmittelbar herleiten: In einem endlichen Kérper K von Charakteristik + 2 
gibt es stets ein Nichtquadrat, also geniigt nach Satz 42 und Satz 16 die Gruppe 
OF (K,f) tiber einem endlichen Kérper K mit einer symmetrischen Bilinear- 
form f vom Rang 3 oder mit einer symmetrischen nullteiligen Bilinearform / 
vom Rang 2 dem Axiomensystem in [9], § 1 in bezug auf das Erzeugenden- 
system Sj(K,f). Nach Satz 43 und Satz 16 geniigt die die Gruppe 0,(K, Q) 
iiber einem Kérper K von Charakteristik 2 mit einer nicht quasilinearen, null- 
teiligen quadratischen Form Q vom Rang 2 dem Axiomensystem in [9], § 1 
in bezug auf das Erzeugendensystem S,(K, Q). Endlich gibt es in einem end- 
lichen Kérper K der Charakteristik 2 stets ein Element k mit der Eigenschaft (1) 
und damit geniigt die Gruppe 0,(K, Q) x 8, mit einem endlichen Kérper K 
von Charakteristik 2 und einer nicht quasilinearen quadratischen Form Q@ vom 
Range 3 dem Axiomensystem in [9], §1 in bezug auf das Erzeugendensystem 
S,(K, Q), wenn K nicht Primkérper ist. Damit sind alle Aussagen aus der 
SchluBbemerkung in [9] bewiesen. 

2. Spezielle Beispiele von S-Gruppen. Wir wollen nun einige spezielle 
Beispiele von S-Gruppen angeben, die die Tragweite der in § 1 genannten Zu- 
satzaxiome beleuchten mégen. 

In jedem Beispiel nennen wir zunachst die Gruppe G, dann das Erzeugen- 
densystem ©, dann den Entartungsfall fiir die Gruppenebene E, sofern diese 
entartet ist, also sofern Axiom D* nicht fiir sie gilt, und dann die vorliegenden 
Falle unter den Méglichkeiten fiir die Mengen G,. 

Beispiel 1. G,: Zyklische Gruppe der Ordnung 2. ©,: Das vom Einselement 
verschiedene Element in G,. Fir Z liegt der Entartungsfall E 1 und fiir die 
Mengen G, der Fall G 1 vor. 

Beispiel 2. G,: Gruppe der Permutationen von drei Objekten. ©,: Menge 
der Zweierzyklen. Fiir die Gruppenebene £ liegt der Entartungsfall E 2 vor 
und fiir die Mengen G, stets G 1. 

Beispiel 3. G,: Das direkte Produkt G, x G, (vgl. Satz 12). G,: G, o Gy. 
Fir Z liegt der Entartungsfall E 3 vor. Fiir ein g trifft G 5 zu, fiir alle anderen g 
Fall G 2. 

Beispiel 4. G,: OF (K,f) tiber dem Primkoérper der Charakteristik 3 mit 
einer nicht nullteiligen Form / vom Rang 2. ©,: Sj(K, /). Fiir Z liegt der Fall 
E 4 vor. Bei den Mengen G, tritt nur der Fall G 3 auf. 

Beispiel 5. G,: Die Untergruppe der Gruppe Of (K, /) iiber dem rationalen 
Zahlkérper K mit der normierten Form 22, y, + 52,4, + 102x,y3, welche von 
allen involutorischen Elementen mit der Norm 2 erzeugt wird (vgl. hierzu [1], 


7 
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§ 10.3, insbesondere Aufgabe 3). ©: Alle Involutionen aus G,. EZ ist nicht 
entartet und fiir alle g ist G, leer (Fall G 1). 

Die folgenden Beispiele ergeben sich aus den Beispielen 1—3 und 5 nach 
Satz 12: 

Beispiel 6. Gg: G, x G; - Gg: G, 0 G;. Die Gruppenebene E ist nicht ent- 
artet. Fall G 5 tritt fiir genau ein g = z ein, fiir alle anderen g (+ z) besteht G, 
nur aus z und bildet mit g ein Biischel (Fall G2). 

Beispiel 7. G,: G, x G;. Gz: G, o SG;. Die Gruppenebene ist nicht entartet, 
fiir G, treten die Fille G3, G4 auf. Fiir diese erzeugte Gruppe gilt die erste 
Aussage von Axiom SB, nicht die zweite. 

Beispiel 8. G,: G; x G;. Gg: G; 0 S;. Die Gruppenebene ist nicht entartet. 
Fiir die Mengen G, liegt der Fall G 4 vor. 
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